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Rasterization Definition

Rasterization

auch: Rendern, Scankonvertierung
Umrechnen einer Vektorgrafik zu einer Rastergrafik

Input: kontinuierliche Vektorgrafik

Output: diskrete Bitmap

Berechnung durch Interpreter: Raster Image Processor (RIP)

[1]

[2]
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Prozess Vektorgrafik in Rastergrafik



Prozess Vektorgrafik in Rastergrafik



kontinuierliche Vektorgrafik in diskretes Medium Bildschirm/Papier
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Rasterization

User Space

virtuelle Oberfläche, die von Benutzer modifiziert wird

unabhängig von Gerätespezifikation

(theoretisch) unendlich

Device Space

geräteabhängige Auflösung

Bitmatrix mit (x,y) Koordinaten

diskrete, endliche Auflösung
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US: virtuelle Oberfläche, unendliche Auflösung



DS: Pixeln pro Bildschirm
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PostScript Interpreter Poppler

PDF rendering library

Freie Software von freedesktop.org

Genutzt von Evince, Okular, Inkscape, Xournal

Grafikbibliothek Cairo

geräteunabhängig

Ausgabe auf Backends

[3]
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Cairo - Drawing Model

Destination

Source

Mask

[4]
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Zwischenergebnis

Haben: Kontinuierliche Beschreibung (links)

Wollen: Gerasterte Ausgabe (rechts)

[5]
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Primitiven als Ausgangsposition
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Linien

Kreise
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Primitiven als Ausgangsposition

Eine Linie in PostScript

newpath
15 25 moveto
70 90 lineto
stroke
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Primitiven als Ausgangsposition

Eine Kurve in PostScript

newpath
144 144 moveto
288 144 288 288 144 288 curveto
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Algorithmen für Linien

Algorithmen für Linien: DDA-Methode

Annahmen des Algorithmus:

Zwei Punkte (x0, y0), (x1, y1)

x0 < x1

0 ≤ m ≤ 1

[6]
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Algorithmen für Linien

Algorithmen für Linien: DDA-Methode

Berechnung

m = y1−y0
x1−x0

Schritt: xcurrent → xcurrent + 1 und ycurrent → ycurrent +m

Pixel: (⌊xcurrent⌋, ⌊ycurrent⌋)
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Algorithmen für Linien

Algorithmen für Linien: Bresenham-Algorithmus

Annahmen des Algorithmus

(x0, y0), (x1, y1) ∈ Z× Z
Rest wie vorher

[7]
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Algorithmen für Linien

Algorithmen für Linien: Bresenham-Algorithmus

Berechnung

m = y1−y0
x1−x0

= ∆y
∆x

b = y0 y-Achsenabschnitt

y = m · x + b

f (x , y) = m · x − y + y0 =
∆y
∆x · x − y + y0

f ′(x , y) = ∆y · x −∆x · y +∆x · y0
f (x , y) ∈ Z, wenn x , y ∈ Z
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Algorithmen für Linien

Algorithmen für Linien: Bresenham-Algorithmus

Wahl des Pixels

f (x , y) = ∆y · x −∆x · y +∆x · y0
Letztes Pixel: (xcurrent , ycurrent)

Nächstes Pixel:

i. (xcurrent + 1, ycurrent) oder

ii. (xcurrent + 1, ycurrent + 1)

Berechnung: f (xcurrent + 1, ycurrent +
1
2) > 0 ii., sonst i.
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Kubische Bézier-Kurven

Recap: Bézier-Kurven

Durch vier Punkte b0, b1, b2, b3 definiert

Startpunkt b0 und Endpunkt b3

Verschiedene Darstellungsformen und Eigenschaften, z.B.
rekursive Definition
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Recap: Bézier-Kurven

Durch vier Punkte b0, b1, b2, b3 definiert

Startpunkt b0 und Endpunkt b3

Verschiedene Darstellungsformen und Eigenschaften, z.B.
rekursive Definition

Lars, Mustafa RWTH

Rasterization



27/72

Definition Rendering Library Poppler Rasterization Algorithmen Anti-Aliasing und Supersampling Polygon Rasterung

Kubische Bézier-Kurven
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Ansätze für die Rasterization

Kurve in monotone Abschnitte aufteilen

Ermittle Punkte an denen sich Gradient vertikal/horizontal
verändert

Wende Algorithmus für Kurven an (vorherige Folien)

Kurve durch Liniensegmente abschätzen

Ermittle Punkte entlang der Kurve, die die Kurve
approximieren

z.B. Aufteilen der Kurve in mehrere Segmente

Wiederhole bis Segmente ungefähr Linien entsprechen

Wende Linienalgorithmus auf Segmente an
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Aufteilung durch De-Casteljau-Algorithmus
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Kubische Bézier-Kurven

Aufteilung durch De-Casteljau-Algorithmus

[12]

[11]

Lars, Mustafa RWTH

Rasterization



30/72

Definition Rendering Library Poppler Rasterization Algorithmen Anti-Aliasing und Supersampling Polygon Rasterung

Kubische Bézier-Kurven
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Idee
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[15]
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Können Löcher und Überschneidungen haben

Entscheidung, welche Pixel innerhalb und welche außerhalb
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Einfache vs. überschlagende Polygone

Überschneidungen durch z.B.
Sweep-Line-Algorithmus finden

- Bspw. Bentley-Ottman [17]

Komplexe Polygone in einfache
Polygone aufteilen

- Bspw. Subramaniam [18]

Lars, Mustafa RWTH
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Rasterung von Polygonen

Einteilung in Dreiecke

RIP’s sind auf Dreiecke spezialisiert

Voraussetzung: Einfache Polygone

Bei konvexen Polygonen trivial
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Rasterung von Polygonen

Einteilung in Dreiecke

RIP’s sind auf Dreiecke spezialisiert

Voraussetzung: Einfache Polygone

Bei konvexen Polygonen trivial

Nicht-konvexe Polygone

Transformation in konvexe
Polygone aufwendig

Effizienter: y-monotone Polygone

[19]

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

y-monotone Polygonen

Monoton zu Linie l

⇔ jede beliebige Linie l ′

orthogonal zu l das Polygon
höchstens zwei mal schneidet

y-monoton

Jede Horizontale hat höchstens
zwei Schnittpunkte mit dem
Polygon

Oder: Pfad vom obersten bis
untersten Knoten führt nie bergauf
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y-monotone Polygone

Warum y-monotone Polygone?

Ear-clipping braucht Zeit O(n2) [20]

- Funktioniert nur bei Polygonen ohne Löcher

Transformation in y-monotone Polygone braucht
Zeit O(n log n)

Triangulierung von monotonen Polygonen in linearer Zeit

Lars, Mustafa RWTH
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Zeit O(n log n)
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Vorgehen

Nicht-monotone Teilstücke identifizieren

Teilstücke abtrennen

y-monotones Polygon triangulieren
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y-monotone Polygone

Warum y-monotone Polygone?

Vorgehen

Nicht-monotone Teilstücke identifizieren

Teilstücke abtrennen

y-monotones Polygon triangulieren

Theorem

Jedes einfache Polygon mit n ≥ 3 Knoten kann in n-2 Dreiecke
zerteilt werden [21]

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

Transformation in y-monotone Polygonen

Seien v,u,w ∈ V und (v,w), (v,u) ∈ E .

Definition v oberhalb von u

vy > uy oder

vy == uy und vx < ux

Klassifizierung von v ∈ V

Start: v oberhalb von u und w und
Innenwinkel(v) < π

End: v unterhalb von u und w
Innenwinkel(v) < π

Lars, Mustafa RWTH
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Transformation in y-monotone Polygonen

Klassifizierung von v ∈ V

Split: v oberhalb von u und w und
Innenwinkel(v) > π
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Innenwinkel(v) > π

Regular: Sonst
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y-monotone Polygone

Transformation in y-monotone Polygonen

Klassifizierung von v ∈ V

Split: v oberhalb von u und w und
Innenwinkel(v) > π

Merge: v unterhalb von u und w
Innenwinkel(v) > π

Regular: Sonst

Theorem

Ein Polygon ist y-monoton, wenn es
weder Split- noch Merge-Knoten hat

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

Transformation in y-monotone Polygonen

Ziele

nicht-monotone Teilstücke durch abtrennen monotonisieren

Diagonalen dürfen keine andere Kanten schneiden

Nicht-monotone Teilstücke abtrennen

Sweep-Line scannt Polygon

Priority-Queue = Liste von Knoten

- Split: Diagonale nach oben

- Merge: Diagonale nach unten

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

Split-Knoten

Vorgehensweise

Sei vi ∈ V ein Split-Knoten und seien
ej , ek ∈ E direkte linke bzw. rechte
Kanten von vi

Helper(ej) = niedrigster Knoten zwi-
schen ej und ek , so dass Horizontale
zu ej innerhalb des Polygons liegt

Falls es keinen gibt:
oberer Endpunkt von ej

Verbinde vi mit Helper(ej) oberhalb
von vi

Lars, Mustafa RWTH

Rasterization
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y-monotone Polygone

Merge-Knoten

Vorgehensweise

Merge: Innenwinkel > π und
unterhalb seiner Nachbarn

Sei vi ∈ V ein Merge-Knoten

Seien ej , ek ∈ E direkte linke bzw.
rechte Kante von vi

Verbinde mit höchsten Knoten
unterhalb von vi

- Problem: Knoten unterhalb noch
nicht entdeckt

Aber: vi wird zu helper(ej)

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

Merge-Knoten

Vorgehensweise

Wenn neuer helper(ej)=vl entdeckt wird:

Checke, ob alter Helper Merge-Knoten
war

Falls ja: Diagonale zwischen vi und vl
ziehen

Falls vl Split-Knoten: Diagonale wird
sowieso gezogen

Falls kein neuer Helper gefunden wird:
Diagonale zu unterstem Endpunkt von
ej ziehen

Lars, Mustafa RWTH

Rasterization
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y-monotone Polygone

Weitere Knoten

Start-, End- und Regular-Knoten

Start: Setze Helper der linken
Kante

End: Diagonale, falls Helper der
linken Kante Merge-Knoten war

Regular: Diagonale, falls linker
oder rechter Helper ein
Merge-Knoten war

Lars, Mustafa RWTH
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y-monotone Polygone

Ergebnis der Transformation

Zwischenergebnis

Polygon ist nun y-monoton

Kann nun in Dreiecke
aufgeteilt werden

Lars, Mustafa RWTH
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Triangulierung

Triangulierung

Greedy-Algorithmus

Durchlaufe Knoten in absteigender Reihenfolge

Füge Diagonale zu so vielen Knoten wie möglich hinzu

Falls keine Diagonale möglich: Lege Knoten auf Stack

Jede Diagonale spaltet ein Dreieck ab und reduziert zu
betrachtende Knoten

[19]

Lars, Mustafa RWTH
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Triangulierung

Triangulierung

Wann sind Diagonalen möglich?

1. Knoten liegt auf der anderen
Seite

2. Innengrad eines Knotens
zwischen zwei nicht-
benachbarten Knoten auf der
gleichen Seite ist < π

Falls keine Diagonale möglich
ist: Lege Knoten auf Stack

Lars, Mustafa RWTH

Rasterization
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Triangulierung

Wann sind Diagonalen hinzuzufügen?

1. Knoten liegt auf der langen Seite des
Trichters

- Füge Diagonale zu allen Knoten auf
dem Stack hinzu

- Lösche alle Knoten auf dem Stack

- Lege den zuletzt obersten und den
aktuellen Knoten auf den Stack

Lars, Mustafa RWTH
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Triangulierung

Triangulierung

Wann sind Diagonalen hinzuzufügen?

2. Innengrad eines Knotens zwischen zwei
nicht-benachbarten Knoten auf der
gleichen Seite ist < π

- Lösche obersten Knoten vom Stack

- Solange Diagonalen möglich sind,
füge diese hinzu

- Lege aktuellen und den zuletzt
gelöschten Knoten auf den Stack

Lars, Mustafa RWTH
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Triangulierung

Details

Laufzeit

Jeder Knoten wird nur einmal betrachtet: O(n)

Monotonisierung und Triangulierung damit
insgesamt in O(n log n)

Und nun?

Polygon muss gerastert werden

- Linienalgorithmus für die Kanten

- Füllregel, um innen festzulegen

Alternative: Polygon in Trapeze rastern [22]

Benachbarte Polygone nicht mehrfach einfärben

Fraktale verhindern ...Lars, Mustafa RWTH

Rasterization



57/72

Definition Rendering Library Poppler Rasterization Algorithmen Anti-Aliasing und Supersampling Polygon Rasterung

Triangulierung
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Sweep-Line Algorithmus 1

Idee: Teste nur aktuell direkt benachbarte Kanten auf
Schnittpunkte

Status T (balanced BST): Geordnete Aktivenliste aller
Kanten, die die Sweepline schneidet

Eventpunkte = End- und Schnittpunkte der Kanten,
gespeichert in priority-Queue Q (balanced BST)

Aktionen am Eventpunkt:

- oberer Endpunkt: Kante zu T hinzufügen, auf Schnitt zu
linker/rechter Kante testen

- unterer Endpunkt: Kante aus T löschen, auf Schnitt der
alten Nachbarn testen
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Sweep-Line Algorithmus 2

Berechnete Schnittpunkte werden zu
Eventpunkten

- Beteiligte Kanten tauschen
Reihenfolge

- Müssen auf Schnitte mit neuen
Nachbarn getestet werden

Zeit: O(n log n + I log n) mit n = Anzahl
der Kanten, I = Anzahl der Schnittpunkte
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Beweis Polygon in n-2 Dreiecke 1

Beweis

Induktion über n. Für n = 3 trivial, da Dreieck.

Sei nun n > 3 und das Theorem gelte für alle m < n.

Sei P ein Polygon mit n Knoten. Beweis, dass eine Diagonale
existiert:

Seien v,u,w ∈ V , v der linkest-unterste Knoten, u,w die
jeweiligen Endknoten der Segmente an v.

Liegt die Kante (u,w) innerhalb von P, so ist es eine Diagonale

Ansonsten: Es liegen Knoten innerhalb des Dreiecks u,v,w
oder auf der Diagonalen (u,w)
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Beweis Polygon in n-2 Dreiecke 2

Beweis

Von diesen sei v’ der am weitest entfernte
Knoten von (u,w) innerhalb des Dreiecks

(v,v’) ist nun eine Diagonale ohne
Schnittpunkt, da sonst ein Endpunkt der
geschnittenen Kante innerhalb des
Dreiecks und weiter weg von (u,w) liegen
würde, was aber Widerspruch zu v’ ist

⇒ Diagonale existiert

Anzahl der Dreiecke?
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Beweis Polygon in n-2 Dreiecke 3

Beweis

Jede Diagonale schneidet P in zwei Sub-Polygone P1 und P2

Sub-Polygone haben weniger Knoten, können also nach IV
auch trianguliert werden

Jeder Knoten von P wird entweder zu P1 oder P2 zugeteilt,
außer die beiden Knoten der Diagonale

Also: P1n + P2n = n + 2

Durch Induktion: Jede Triangulierung von Pi besteht aus
mi -2 Dreiecken und somit die Triangulierung von P aus
(P1n - 2) + (P2n - 2) = n -2 Dreiecken
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Details Transformation y-monoton 1

Knoten werden in einer priority-queue Q mit y-Koordinate als
Priorität gespeichert (zusätzlich nach x-Koordinate)

Aktive Kanten werden in einem binären Suchbaum T
gespeichert, ebenfalls nach y-Koordinate sortiert

- Da nur Kanten links von Split- und Merge-Knoten
betrachtet werden, reicht es, die Kanten zu speichern, bei
denen das innere des Polygon rechts von ihnen liegt

- Zu jeder Kante wird der Helper gespeichert

Status des Sweep-Line Algorithmus ist T und die Helper

Sub-Polygone werden in doppelt verketteter Kantenliste D
gespeichert (Kanten gegen den Uhrzeigersinn)
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Details Transformation y-monoton 2

Laufzeit: Erstellen von Q dauert O(n) und T dauert
konstante Zeit

- An jedem Knoten (Event) wird höchstens einmal Q
verändert (löschen), in T einmal gesucht, eingefügt und
gelöscht und höchstens zwei Diagonalen in D hinzugefügt.

- Operationen in Q und T jeweils in O(log n) und
hinzufügen in D in O(1)

Bei höchstens n Knoten ergibt sich eine Laufzeit von
O(n log n)

Speicherbedarf: Jeder Knoten höchstens einmal in Q und jede
Kante höchstens einmal in T ,D gespeichert, also O(n)
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Beweis Split- und Merge-Diagonale

Lemma

Der Algorithmus führt nicht-schneidende Diagonalen ein

Beweis: Sei (vi , vm) die hinzugefügte Kante,
wenn vi erreicht wurde

Seien ej , ek die jeweils direkte linke bzw. direkte
rechte Kante

Also ist bei erreichen von vi helper(ej) = vm,
also der niedrigste Knoten zwischen den Kanten

Betrachte Fläche Q, die von den Horizontalen
bei vm, vi und durch die Kanten ej , ek
eingeschlossen wird
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Es gibt keine Knoten innerhalb von
Q, sonst wäre vm nicht der helper
von ej

Angenommen es gäbe eine Kante,
die die Diagonale schneidet

Da der Endpunkt nicht in Q liegen
kann und es sich um ein einfaches
(nicht-überlappendes) Polygon
handelt, muss die Diagonale die
Horizontalen von vm oder vi zu ej
schneiden

Widerspruch: Dann wäre ej nicht
direkt links von vi
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