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Einleitung



Visualisierung von Graphen

Interne Darstellungen: effizient, aber schwierig vorzustellen

- Adjazenzlisten, -matrix, Kantenmenge, ...

(Planare) Graphen modellieren reale Szenarien!

- Schaltkreise, Karten, Netzwerke, Ubergangsdiagramme,
Abhangigkeiten, ...



Visualisierung von Graphen

Interne Darstellungen: effizient, aber schwierig vorzustellen

- Adjazenzlisten, -matrix, Kantenmenge, ...

(Planare) Graphen modellieren reale Szenarien!

- Schaltkreise, Karten, Netzwerke, Ubergangsdiagramme,
Abhangigkeiten, ...

Graph-Visualisierung hilft:

- Graphen als Modelle einzusetzen, Ergebnisse zu verstehen;
- sich Algorithmen vorstellen zu konnen,
- Uber Graphen zu sprechen.



Schaltkreise’

"https:/ /electronicshelponline.blogspot.de/2016/01/colour-tv-circuit-diagram.html
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2Transport for London, http://content.tfl.gov.uk/large-print-tube-map.pdf



Metabolische Pfade®

L IR R e e e e
™
:

3Yamada u.a., iPath 3: Interactive Pathway Explorer, pathways.embl.de/ipath3.cgi



Kriterien fiir Zeichnungen

,Gut” hangt von Graph-Typ und Verwendungszweck ab.

- einfacher, korrekter, schneller Algorithmus
- kleine Flache (bei fester Auflosung)

- wenig Kanten-Kreuzungen

- Form der Kanten

- Anordnung der Knoten, ...

Im Allgemeinen: oft (NP-)schwer (z.B. Kanten-Kreuzungen®)

“Garey & Johnson 1983.



Kriterien fiir Zeichnungen

,Gut” hangt von Graph-Typ und Verwendungszweck ab.

- einfacher, korrekter, schneller Algorithmus
- kleine Flache (bei fester Auflosung)

- wenig Kanten-Kreuzungen: keine

- Form der Kanten: geradlinig

- Anordnung der Knoten, ...

Im Allgemeinen: oft (NP-)schwer (z.B. Kanten-Kreuzungen®)

“Garey & Johnson 1983.



Ist das moglich?

Satz (Fary 1948)

Jeder planare Graph kann geradlinig kreuzungsfrei gezeichnet
werden.

Beweis (Skizze)

Induktion Uber die Knotenzahl. Entferne einen Knoten mit degv < 6
und fuge ihn mit geraden Kanten hinzu.



Zeichnungen im Koordinatengitter

Frihe Algorithmen®®’: hohe Genauigkeit notig, stark variierende
Kantendichte, kompliziert

>Tutte 1963.
®Chiba, Yamanouchi u. a. 1984.
’Chiba, Onoguchi u. a. 1985.
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Beobachtung (Rosenstiehl & Tarjan 1986)

Auf (kleinen) Koordinatengittern wird wenig Prazision benotigt!
(Aber: ist das immer moglich?)
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Zeichnungen im Koordinatengitter

Frihe Algorithmen®®’: hohe Genauigkeit notig, stark variierende
Kantendichte, kompliziert

Beobachtung (Rosenstiehl & Tarjan 1986)

Auf (kleinen) Koordinatengittern wird wenig Prazision benotigt!
(Aber: ist das immer moglich?)

- de Fraysseix u.a. 1990: Ja. O(nlog n); Gitter (2n — 4) x (n —2)
- Chrobak & Payne 1995: vereinfachter Algorithmus mit O(n)

>Tutte 1963.
®Chiba, Yamanouchi u. a. 1984.
’Chiba, Onoguchi u. a. 1985.



Idee



- AuBenkanten (auler vqv,) bilden ,Kontur” mit Steigungen =1




- AuBenkanten (auler vqv,) bilden ,Kontur” mit Steigungen =1
- Fuge Knoten auBen hinzu




- AuBenkanten (auler vqv,) bilden ,Kontur” mit Steigungen =1
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- Llcken erzeugen, um Uberlappen zu verhindern




- AuRenkanten (auBer v4v,) bilden ,Kontur” mit Steigungen =1
- Flge Knoten auBen hinzu

- Llcken erzeugen, um Uberlappen zu verhindern




Triangulierte Graphen

Definition
Ein planarer Graph G = (V, E) heif3t trianguliert, wenn keine Kante

ohne Kreuzung hinzugefugt werden kann.

Aquivalent dazu: Jede Flache ist ein Dreieck.
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Triangulierung

Satz

Durch das Hinzuflgen von Kanten kann jeder planare Graph
trianguliert werden.

Beweis

Sind vq, Vo, V3, V4 Knoten einer Seite, dann konnen vivs und vovy
nicht gleichzeitig existieren und wir konnen eine hinzufugen.

"
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Triangulierung

Satz

Durch das Hinzuflgen von Kanten kann jeder planare Graph
trianguliert werden.

Beweis

Sind vq, Vo, V3, V4 Knoten einer Seite, dann konnen vivs und vovy
nicht gleichzeitig existieren und wir konnen eine hinzufugen.

"



Knoten ohne Sehne

Satz
Jeder planare Graph hat einen Knoten v & {v4, v} auf der Kontur,
an dem keine Sehne endet.

(Sehne: Kante zu Kontur-Knoten, die keine AuRenkante ist)
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Knoten ohne Sehne
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Jeder planare Graph hat einen Knoten v & {v4, v} auf der Kontur,
an dem keine Sehne endet.
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Knoten entfernen

Sei G = (V,E) planar trianguliert.

Ordne die Knoten vy, ...,V S0, dass:

1. Die AulRenflache von G, = G ist (w1, V2, Vp);

13



Knoten entfernen

Sei G = (V,E) planar trianguliert.

Ordne die Knoten vy, ...,V S0, dass:

1. Die AulRenflache von G, = G ist (w1, V2, Vp);
2. Vg ¢ {v1, 2} ist ein Kontur-Knoten von G, ohne Sehne;

3. Gp_4 entsteht durch Entfernen von v, aus Gy.
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Knoten entfernen

Sei G = (V,E) planar trianguliert.
Ordne die Knoten vy, ...,V S0, dass:
1. Die AulRenflache von G, = G ist (w1, V2, Vp);
2. Vi ¢ {v1, v} ist ein Kontur-Knoten von G, ohne Sehne;
3. Gp_4 entsteht durch Entfernen von v, aus Gy.
Beobachtung
Gn = G ist intern trianguliert, 2-zusammenhangend, und vqv, € E ist
Aulienkante.

Ruckwarts-Induktion Uber k =n,...,3.

13



Eigenschaften der Sortierung |

Satz
Furalle k mit3 <k < n...

liegt vq in der AulRenflache von G,
ist vqvo AuBenkante von Gy,

und ist G, intern trianguliert.

Vi41




Eigenschaften der Sortierung Il

Satz
Furalle R mit3 <k < n..

sind die Nachbarn von v, in G, aufeinanderfolgend auf der
Kontur.
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Satz
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ist G, 2-zusammenhangend.



Eigenschaften der Sortierung Il

Satz
Furalle R mit3 <k < n..

ist Gp 2-zusammenhangend.

Nachbarn von vi; sind aufeinanderfolgend, also musste jede Kante
zu Trennern eine Sehne sein. Nach Wahl von vi, 4 ist Gy
2-zusammenhangend.



Kanonische Sortierung

Definition
Eine Sortierung vy, ..., v heilt kanonisch, wenn (v, vy, v,) die
AuBenflache von G ist, und flr 3 < k < n gilt:
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AuBenflache von G ist, und flr 3 < k < n gilt:

1.
2.
3.
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Kanonische Sortierung

Definition
Eine Sortierung vy, ..., v heilt kanonisch, wenn (v, vy, v,) die
AuBenflache von G ist, und flr 3 < k < n gilt:

1. Gg = G|, ., ist2-zusammenhangend und intern trianguliert,

2. 15 ist AulRenkante in Gy,

3. Vg ist in der AuBenflache von G, und seine Nachbarn sind
aufeinanderfolgend auf der Kontur.

Korollar
Jeder triangulierte Graph hat eine kanonische Sortierung.

Wir konnen sie in Linearzeit berechnen (Kant 1993).



Algorithmus




Zeichnen des Graphen

Grundoperation
Fuge Knoten ,uber“ dem Graphen in kanonischer Sortierung ein.
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Zeichnen des Graphen

Grundoperation
Fuge Knoten ,uber” dem Graphen in kanonischer Sortierung ein.

Erzeuge neben dem linken und rechten Nachbarn.
Speichere, welche Knoten bewegt werden mussen.
Definition

L(v) sind die Knoten.

Wir erhalten es durch L(v) = {v} U U' D1 L(w;) wobel
Wp41, . .., Wg—1 die von v Knoten sind.



Invarianten

In Gg:

c V= (O, O), V) = (2/? — 4, O)

19



Invarianten

In Gg:

c V= (O, O), Vo) = (2/? — 4, O)
- Kontur-Knoten vy = wy, W, ..., Wy = v, haben aufsteigende
x-Koordinaten.

- Jede Kante der Kontur hat Steigung +1 or —1.
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Invarianten

In Gg:

c V= (O, O), Vo) = (2/? — 4, O)
- Kontur-Knoten vy = wy, W, ..., Wy = v, haben aufsteigende
x-Koordinaten.

- Jede Kante der Kontur hat Steigung +1 or —1.

G ist ein rechtwinkliges Dreieck, also auf einem
(2n — &) x (n — 2)-Gitter.

19



Die Mengen L(w;)

Beobachtung
L(w;) der Kontur-Knoten von Gy sind eine Partition von vy, ..., V.
Jedes L(w;) ist ein Baum mit Wurzel w;.

20
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Die Mengen L(w;)

Beobachtung
L(w;) der Kontur-Knoten von Gy sind eine Partition von vy, ..., V.
Jedes L(w;) ist ein Baum mit Wurzel w;.

/ ® e o
g \
\
Y /
L N
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) I
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Die Mengen L(w;)

Beobachtung

L(w;) der Kontur-Knoten von Gy sind eine Partition von va,

- V.
Jedes L(w;) ist ein Baum mit Wurzel w;.

FN?
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Gesamter Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
/] vi,...,Vn: kanonische Sortierung von G
vi =(0,0),v2 =(2,0),v3 = (1,1) ‘ ‘
L(v1) = {wa}, L(v2) = {vo}, L(v3) = {vs}

for3< k< ndo

end for
end procedure

21



Gesamter Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
/] vi,...,Vn: kanonische Sortierung von G

V1:(0,0),V2:(2,0),V3:(1,1) A
L(v1) = {wi}, L(v2) = {va}, L(v3) = {v5}

for3< k< ndo

/] waq, ..., Wp: Kontur von G
[l Wp,...,wq: Nachbarn von v q in Gg
end for

end procedure
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Gesamter Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)

/] vi,...,Vn: kanonische Sortierung von G
V‘I:(070)7\/2:(270)7\/3:(171) A
L(v1) = {wi}, L(v2) = {va}, L(v3) = {v5}

for3< k< ndo
/] waq, ..., Wp: Kontur von G
[ wp,...,wg: Nachbarn VON Vi q in Gg
Verschiebe U, i L(w;) um 1
Verschiebe U: L(w;j) um 2

end for
end procedure
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Gesamter Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
/] va,...,Vn: kanonische Sortierung von G
vi =(0,0),v, =(2,0),v3 = (1,1)
L(v1) = {wa}, L(v2) = {vo}, L(v3) = {vs}
for3< k< ndo
/] waq, ..., Wp: Kontur von G
[ wp,...,wg: Nachbarn VON Vi q in Gg
Verschiebe U, i L(w;) um 1
Verschiebe U: L(w;j) um 2
Flige Vi1 SO ein, dass WpViq, Vei1Wq Steigung 41, —1 haben
Setze L(Ves1) = {Viar} U, L(W)
end for
end procedure
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Gesamter Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
/] vi,...,Vn: kanonische Sortierung von G
vi =(0,0),v, =(2,0),v3 = (1,1)
L(v1) = {wa}, L(v2) = {vo}, L(v3) = {vs}
for3<k<ndo
/] waq, ..., Wp: Kontur von G
[ wp,...,wg: Nachbarn VON Vi q in Gg
Verschiebe U, i L(w;) um 1
Verschiebe U, L(w;) um 2
FUge Vi, SO ein, dass WpVk.q, Vi 1Wq Steigung +1, —1 haben
Setze L(Ves1) = {Viar} U, L(W)
end for
end procedure

21



Koordinaten von vy

Satz
Veiq Wird an einem Gitterpunkt eingebettet.

Man kann zeigen, dass jeder Kontur-Knoten Koordinaten mit gerader
Summe hat.

22



Korrektheit |

Satz (de Fraysseix u. a. 1990)
G, sei mit dem Algorithmus eingebettet und habe Kontur
W1, ... ,Wm; 0 < pp < --- < pp seien ganze Zahlen.
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Korrektheit |

Satz (de Fraysseix u. a. 1990)
G, sei mit dem Algorithmus eingebettet und habe Kontur
Wy, ...,Wn 0< pp <--- < ppy Seien ganze Zahlen.

Dann bleibt G, planar, wenn man L(w;) um p; verschiebt.

Beweis (Induktion; Skizze)
Verschiebe Kontur wq,...,Wp, Vg1, Wg,...,Wn VON Gpyq UM
P1y--sPpy Py Pgy---sPm-

Die Kontur-Knoten von G, werden um
Pls- -3 Pps p+1...,p+1, pqg+2,...,pm+ 2 verschoben.
N————

verdeckte Knoten in L(Vpi1)
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Korrektheit |

Satz (de Fraysseix u. a. 1990)
G, sei mit dem Algorithmus eingebettet und habe Kontur
Wy, ...,Wn 0< pp <--- < ppy Seien ganze Zahlen.

Dann bleibt G, planar, wenn man L(w;) um p; verschiebt.

Beweis (Induktion; Skizze)

Verschiebe Kontur wq,...,Wp, Vg1, Wg,...,Wn VON Gpyq UM

Pls---5Pps Py  Pgs---sPm-

Die Kontur-Knoten von G, werden um

Pls- -3 Pps p+1...,p+1, pqg+2,...,pm+ 2 verschoben.
verdeckte Knoten in L(Vy41)

Da Vg4 sich genau wie Wy, ..., Wq—q verschiebt, bleibt Gy,

planar.
23



Korrektheit Il

Korollar
Alle Gs,...,G, = G sind planar eingebettet.

Beweis
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Korrektheit Il

Korollar
Alle Gs,...,G, = G sind planar eingebettet.

Beweis
Verschieben der Knoten in G, erzeugt keine neuen Kreuzungen.
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Korrektheit Il

Korollar
Alle Gs,...,G, = G sind planar eingebettet.

Beweis
Verschieben der Knoten in G, erzeugt keine neuen Kreuzungen.

Einfugen von vi; kann keine Kreuzung erzeugen, da alle neuen
Kanten zwischen wy, und wy steiler sind als Steigung +1.

2%



Verbesserung der Laufzeit




Pseudocode: O(n?). Geht es schneller?
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- Planares Einbetten: O(n) (vgl. Hopcroft & Tarjan 1974)
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Pseudocode: O(n?). Geht es schneller?

- Planares Einbetten: O(n) (vgl. Hopcroft & Tarjan 1974)

- Eingebetteten Graph triangulieren und kanonische Sortierung
berechnen: O(n) (vgl. Kant 1993)

Idee
Wir mussen nur die effizient berechnen.

Berechne Koordinaten nicht jedes Mal neu:

Speichere nur den von einem Referenzpunkt.

25



Wald der L(w;)

L(w;) der Kontur-Knoten in G bilden einen Wald aus Baumen mit
Wurzel w;.

26



Wald der L(w;)

L(w;) der Kontur-Knoten in G bilden einen Wald aus Baumen mit
Wurzel w;.

Speichere Knoten in einem Binarbaum.

Ein Knoten v enthalt den x-Abstand Ax(v) zum Elternknoten p.

p ist der Knoten, der v verdeckt, oder der linke ,Nachbar” von v.
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Wald der L(w;)

L(w;) der Kontur-Knoten in G bilden einen Wald aus Baumen mit
Wurzel w;.

Speichere Knoten in einem Binarbaum.

Ein Knoten v enthalt den x-Abstand Ax(v) zum Elternknoten p.

p ist der Knoten, der v verdeckt, oder der linke ,Nachbar” von v.

o e
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Einfigen im Binarbaum

Kontur

27



Einfigen im Binarbaum

Wi = Vq
W
"
/ Kontur
Wp+1
o Wy
e Wy = Vo
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Einfigen im Binarbaum

Wi = Vq

W

Kontur

27



Verschieben im Binarbaum

Beobachtung
Der linke Teilbaum eines Knotens v entspricht L(v).

Ax(w;) verschiebt alle L(w;), ..., L(wn).

Wir konnen Lucken erzeugen, indem wir Ax(Wp1) und Ax(wg)
erhohen.

28
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Wenn der Elternknoten wechselt, muss der Abstand neu berechnet

werden! (Wp41, Wg)
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Verschieben im Binarbaum

Beobachtung
Der linke Teilbaum eines Knotens v entspricht L(v).

Ax(w;) verschiebt alle L(w;), ..., L(wn).

Wir konnen Lucken erzeugen, indem wir Ax(Wp1) und Ax(wg)
erhohen.

Wenn der Elternknoten wechselt, muss der Abstand neu berechnet
werden! (Wp41, Wg)

Am Ende summieren wir rekursiv x-Koordinaten auf (1 Aufruf pro
Knoten).

Korrektheit klar, da die selben Positionen berechnet werden.

28



Abstandsberechnung

Wie konnen wir vg1 nur mit Abstanden einfugen?

29



Abstandsberechnung

Wie konnen wir vg1 nur mit Abstanden einfugen?

Nimm an, dass x(wp) = 0; mit y-Koordinaten und d = x(wgq) — x(wp)
berechnen wir Ax(vky4) (relativ zu wp) und y(Vi,).
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Abstandsberechnung

Wie konnen wir vg1 nur mit Abstanden einfugen?

Nimm an, dass x(wp) = 0; mit y-Koordinaten und d = x(wgq) — x(wp)
berechnen wir Ax(vky4) (relativ zu wp) und y(Vi,).

d = Ax(Wp41) + - - - + Ax(wg): hochstens deg(vgq) Summanden.

Das ist moglich, da )~ o deg(v) € O(|E]) € O(n).

29



Struktur des Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
G einbetten und triangulieren
V1,...,Vp := kanonische Sortierung von G
Initialisiere Binarbaum fur Gs

30



Struktur des Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)

G einbetten und triangulieren

V1,...,Vp := kanonische Sortierung von G

Initialisiere Binarbaum fur Gs

for jeden weiteren Knoten v, 4 do
Erhohe Ax(wp41), Ax(wg) um 1
Berechne Ax(Vgi1), ¥(Vkyq) und fuge in den Baum ein
Aktualisiere Elternknoten, Abstand fur wp.q, wqg

end for
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Struktur des Algorithmus

procedure ZEICHNE(G)
G einbetten und triangulieren
V1,...,Vp := kanonische Sortierung von G
Initialisiere Binarbaum fur Gs
for jeden weiteren Knoten v, 4 do
Erhohe Ax(wp41), Ax(wg) um 1
Berechne Ax(Vgi1), ¥(Vkyq) und fuge in den Baum ein
Aktualisiere Elternknoten, Abstand fur wp.q, wqg
end for
Summiere Abstande rekursiv auf
Entferne Kanten der Triangulierung
end procedure
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Zusammenfassung

- Geradlinige, planare Zeichnung eines Graphen in Linearzeit
- Koordinatengitter: (2n — 4) x (n — 2)

- In kanonischer Sortierung werden Lucken geschaffen und
Knoten hinzugeflugt

- Effiziente Berechnung der x-Koordinaten durch Abstande und
Binarbaum

31



Verbesserungen

Variante des Algorithmus erzeugt (n — 2) x (n — 2)-Gitter durch
groRere Steigungen als 1 (asymmetrisch)

8Tutte 1960.

°Chiba, Yamanouchi u. a. 1984.
OChrobak & Kant 1997.

"De Fraysseix u. a. 1990.

32



Verbesserungen

Variante des Algorithmus erzeugt (n — 2) x (n — 2)-Gitter durch
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Konvexe Zeichenalgorithmen erzeugen oft bessere Zeichnungen,
wenn viele Kanten entfernt werden missen (Triangulierung)
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8Tutte 1960.
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Verbesserungen

Variante des Algorithmus erzeugt (n — 2) x (n — 2)-Gitter durch
groBere Steigungen als 1 (asymmetrisch)

Konvexe Zeichenalgorithmen erzeugen oft bessere Zeichnungen,
wenn viele Kanten entfernt werden missen (Triangulierung)

- Fiir 3-zusammenhangende Graphen maglich®; in Linearzeit®

-+ (n—2) x (n —2)-Gitter'®, ahnliche Idee (kanonische Zerlegung)

Untere Schranke™: (2n — 1) x (3n — 1)-Gitter

8Tutte 1960.

°Chiba, Yamanouchi u. a. 1984.
°Chrobak & Kant 1997.
"De Fraysseix u. a. 1990.
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Vielen Dank!
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Vollstandiger Algorithmus |

Nach Berechnung der Abstande summieren wir x-Koordinaten auf.



Vollstandiger Algorithmus |

Nach Berechnung der Abstande summieren wir x-Koordinaten auf.
procedure EINSAMMELN(v: Knoten, x(p): x-Koordinate des
Elternknotens)

X(v) = X(p) + Ax(v)

EINSAMMELN(v.left, x(v))

EINSAMMELN(v.right, x(v))
end procedure

Hochstens ein Aufruf pro Knoten, also O(n).
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Vollstandiger Algorithmus Il

procedure ZEICHNE(G)
G einbetten und triangulieren
V1, ...,V =: kanonische Sortierung von G
> Initialisiere G und Binarbaum
AX(v1) « 0; y(vr) < 0; vy.left « 0; vy.right + v3
AX(v7) = 1; Y(v2) < 0; vy.left <= 0; vo.right < 0
Ax(v3) < 1; y(v3) + 1; va.left < 0; vs.right + v,
for3<k<ndo
> Kontur von G ist wq, ..., Wy
> Erzeuge Liicken fir vy, 4 (Nachbarn in Gg: wp, ..., wg)
AX(Wpi1)  AX(Wpiq) + 1
Ax(Wgq) < Ax(wg) + 1



Vollstandiger Algorithmus Il

> Berechne Koordinaten fur vi
d  Ax(Wpy1) + - -+ + Ax(wg)
AX(Vi11) 4 3(v(Wq) — y(Wp) + d)
(V1) < 3(v(Wp) + y(wq) + d)



Vollstandiger Algorithmus Il

> Berechne Koordinaten fur vi
d  Ax(Wpy1) + - -+ + Ax(wg)
AX(Vi11) 4 3(v(Wq) — y(Wp) + d)
Y(Vi1) = 3(v(wp) + ¥(wg) + d)

> Aktualisiere Binarbaum

Wp.right < vy,
Vi.right <= wq
AX(wq) < d — Ax(vg) > Elternknoten von wg andert sich



Vollstandiger Algorithmus IV

if p+1<qthen > Bearbeite verdeckte Knoten



Vollstandiger Algorithmus IV

if p+1<qthen > Bearbeite verdeckte Knoten
Ve.left < wpq
Wg—1.right < 0
AX(Wp41) = AX(Wp41) — Ax(vg) > Neuer Elternknoten



Vollstandiger Algorithmus IV

if p+1<qthen > Bearbeite verdeckte Knoten
Ve.left < wpq
Wg—1.right < 0
AX(Wp41) = AX(Wp41) — Ax(vg) > Neuer Elternknoten
else
Vp.left =0
end if



Vollstandiger Algorithmus IV

if p+1<qthen > Bearbeite verdeckte Knoten
Ve.left < wpq
Wg—1.right < 0
AX(Wp41) = AX(Wp41) — Ax(vg) > Neuer Elternknoten

else
Vp.left =0
end if
end for
EINSAMMELN(v4, 0) > Berechne endgiiltige x-Koordinaten

Entferne Kanten der Triangulierung
end procedure
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