Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 145, Seite 91 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Das Leerheitsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
o Frage: Ist L(G) =07

Das Leerheitsproblem fiir CFG laBt sich in polynomieller Zeit I6sen. l

Beweis.
Esist L(G) =0 gdw. S ¢ pre*(T™).

‘ RWTHAACHEN
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Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 146, Seite 91 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Finden von unerreichbaren Symbolen einer CFG:
o Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
o Ausgabe: Eine Liste der unerreichbaren Symbole von G:
{Ac N| esgibt kein aAB € (NU T)* mit S = aAB}

Theorem

Unerreichbare Symbole einer CFG lassen sich in polynomieller Zeit
finden.

Beweis.
A unerreichbar gdw. S ¢ pre*((NU T)*A(N U T)*)

@ | RWTHOACHE)
T UNIVERSITY



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 147, Seite 92 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Finden von nullierbaren Symbolen einer CFG:
o Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)

o Ausgabe: Eine Liste der nullierbaren Symbole von G:
{AEN|AS €}

Nullierbare Symbole einer CFG lassen sich in polynomieller Zeit
finden.

Beweis.
Die Menge der nullierbaren Symbole ist N N pre*({e}).

Spater: Wie entfernt man nullierbare Symbole? L




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 148, Seite 92 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Das Endlichkeitsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
o Frage: Ist L(G) endlich?

Theorem

Das Endlichkeitsproblem fiir CFG [4Bt sich in polynomieller Zeit
losen.

Beweis.

Ersetze G durch G’ mit L(G’) = L(G) \ {€}, aber G’ enthilt keine
unproduktiven, unerreichbare oder nullierbare Symbole.

|L(G)| = oo gdw. es gibt A € N mit
A€ preg, (NUT)TAINUT)*U(NUT)*A(NU T)*). \CHEN

RSITY




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 149, Seite 93 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Zwei CFG G; und G
o Frage: Ist L(G1) N L(Gy) = 0?

Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG ist ,nicht berechenbar®. I

Beweis.

Idee: Gabe es einen Algorithmus fiir dieses Problem, dann wére
auch das Post'sche Korrespondenzproblem |6sbar.

‘ RWTHAACHEN
it UNIVERSITY



rmale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 150, Seite im Skript)

Kontextfreie Sprachen

‘heoretical
Computer Sclence
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Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 151, Seite 93 im Skript)
Kontextfreie Sprachen

Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Gegeben ist eine Menge von Karten dieser Form:

10 0 001

0 001 1

Frage:
Kann ich Karten dieser Art so aneinanderlegen, daB oben und
unten dasselbe Wort entsteht?

(Jede Karte kann beliebig oft verwendet werden)

In Berechenbarkeit und Komplexitat wird folgendes bewiesen:

Das Post'sche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar. I




Formale Systeme, Automaten, Prozesse
Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

(Folie 152, Seite 94 im Skript)

Das Schnittleerheitsproblem fiir CFG ist nicht entscheidbar.

Beweis.

Es sei

uy
| =

Vi

uz

V2

Up

Vn

eine PCP-Instanz.
Konstruiere zwei Grammatiken:
Gi: S — w1 SV |- | upSvR | $

Gy S —0S0|1S1$

Behauptung: L(G1) N L(Gz) # 0 gdw. I I6sbar.

ICHEN

<RSITY



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 153, Seite 94 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition
Das Eindeutigkeitsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Eine CFG G
o Frage: Ist G eine eindeutige CFG?

Das Eindeutigkeitsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.

Idee: Gibe es einen Algorithmus fiir dieses Problem, dann wére
auch das Post'sche Korrespondenzproblem |6sbar.

‘ RWTHAACHEN
it UNIVERSITY



Formale Systeme, Automaten, Prozesse
Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

(Folie 154, Seite 95 im Skript)

Beweis.

Es sei
uy u» unp
[ == A Yo
Vi Vo Vn
eine PCP-Instanz.
S—A|B
A= nAxy | nAxa | - | upAxp | uixy | uaxo | - | UnXn
B — viBxy | voBxa | -+ | vaBxp | vixi | vaxa | -+ | Vaxp
Behauptung:
Die Grammatik ist eindeutig gdw. | keine Losung besitzt.

@:.m,.. ‘ml\ml



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 155, Seite 95 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Das Universalitatsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Eine CFG G = (N, T,P,S)
o Frage: Ist L(G) = T*?

Das Universalitdtsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar.

Beweis.

Idee: Post'sches Korrespondenzproblem.

‘ RWTHAACHEN
it UNIVERSITY



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 156, Seite 96 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Beweis.

uy u» un

| =

Vi V2 Vn

o Ly ={h Y (wswf) | we{0,1}*},
h:0—0,1—=1,¢c—e%$—$

o Ly ={up¢...¢up$vie. . evF 1<, ..k <n}
Technisch aufwendig, aber gar nicht so schwer:

{0,1,¢,9}* \ L1 und {0,1,¢,$}* \ Ly sind kontextfreie Sprachen.
Dann auch L:={0,1,¢,$}* \ (L1 N L2) eine CFL.

Es gilt aber L = {0,1,¢,$}* gdw. I keine Losung hat.

(N Computerscionce |




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 157, Seite 97 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Das Sprach&quivalenzproblem fiir CFG:
o Eingabe: Zwei CFGs G; und G,
o Frage: Ist L(Gy) = L(Gp)?

Das Sprachiquivalenzproblem fiir CFG ist nicht berechenbar. I

Gegeben G; = (N, T, P, S). Konstruiere Gy mit L(Gy) = T*.

L(Gy) = L(Gy) gdw. L(Gy) = T*.

Ware das Sprachaquivalenzproblem berechenbar, dann ware auch
das Universalitatsproblem berechenbar. ICHEN




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 158, Seite 98 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Entscheidungsprobleme fiir CFGs

Definition

Das Inklusionsproblem fiir CFG:
o Eingabe: Zwei CFGs G; und G,
o Frage: Ist L(Gy) C L(Gp)?

Das Inklusionsproblem fiir CFG ist nicht berechenbar. I

Gegeben G; = (N, T, P, S). Konstruiere Gy mit L(Gy) = T*.
L(Gy) C L(Gy) gdw. L(Gy) = T*.

Ware das Inklusionsproblem berechenbar, dann ware auch das

Universalitdtsproblem berechenbar. ICHEN




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 159, Seite 98 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Normalformen fiir CFG

Theorem
Essei G=(N,T,P,S) eine CFG mit ¢ ¢ L(G).

Dann gibt es eine CFG G’ ohne e-Produktionen, die dieselbe
Sprache wie G erzeugt.

Beweis.
Idee:
Q Finde alle nullierbaren Symbole Z C N.

Q Fiir jede Produktion A — aBy mit B € Z, erzeuge zusatzlich
eine neue Produktion A — o~y (wiederhole dies rekursiv).

© Streiche alle Produktionen der Form A — e.

"ACHEN
/e | UNIVERSITY



(Folie 160, Seite 98 im Skript)

Formale Systeme, Automaten, Prozesse
Kontextfreie Sprachen
Normalformen fiir CFG

S—AaS|b
A5 Sh|aAA|e
B — AA| AB | BAa| b

Welche Symbole sind nullierbar?
Aund B

S—AaS|aS|b
A— Sb|aAA|aA|a

B—)AA|AB‘A|B‘BA3‘Ba’Aa‘a‘b\T/'ﬂ\m: ;;;; ‘



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 161, Seite 99 im Skript)
Kontextfreie Sprachen

Chomsky-Normal-Form

Definition
Eine Grammatik G = (N, T, P, S) ist in Chomsky-Normalform,
wenn sie nur Produktionen folgender Form enthilt:

A— aund A— BC,

wobei a€ T und A, B,C € N.

Beispiel:

S = R.A|RyB

A = SR, | RaRa | RpR,
B — SRb ’ RaRb | RbRb
R, — a

R, — b



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 162, Seite 100 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

e-Produktionen entfernen

Neues Nonterminal R, fiir jedes ae T
Ersetze A — aBbC durch A — R,BR,C
Neue Regel R, — a fiir jedes ae T

Ersetze A — B1ByBs - - Bk durch A — B1 B3,k (neues
Symbol)

Bos..k — B2Bsg.. k

Bs4..k — B3Bis. .k

00000

Bk—1,k — Bik—1Bk

Jetzt fast in CNF. Aber es gibt noch , Kettenregeln” A — B.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 163, Seite 100 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Chomsky-Normal-Form

S—aSa|bSb|al|b

S — RQSRa | RbSRb ‘ Ra | Rb
R, — a
Rb—>b

5> RA
5—>RbB
A — SR,
B—)SRb
R, — a
S— R,
Rb—>b
S—)Rb



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 164, Seite 101 im Skript)
Kontextfreie Sprachen

Chomsky-Normal-Form

So kénnen wir Kettenregeln eliminieren:

Falls die Regel A — B existiert, dann fiige fiir jede Produktion
C — aAp eine Produktion C — aBS hinzu.

Fiige zu S — A die Produktionen S — 8 mit A — 8 € P hinzu.

Dann streiche alle Kettenregeln.

Es gibt einen Algorithmus, der zu einer Grammatik G eine
Grammatik G' in Chomsky-Normalform berechnet, wobei

L(6") = L(G) \ {e}-




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 165, Seite 101 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Chomsky-Normal-Form

5> RA
S—>RbB
A — SR,
B—)SRb
R, — a
S— R,
Rb—>b
5—>Rb

S R,A|R,B|alb
A = SR, | RaRa | RyR,
B—)SRb|RaRb|RbRb
R, — a
Rb—>b



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 166, Seite 102 im Skript)
Kontextfreie Sprachen
Greibach-Normalform

Definition

Eine Regel A — A« ist linksrekursiv.

Linksrekursion 1aBt sich eliminieren:
Fir A € N seien

o A— Ao | --- | Aag die linksrekursiven und

o A— (1| ---| B die anderen Regeln.
Ersetze A — Aai | -+ | Aak durch

Q A—),312’|B/Z und

Q Z—>a12|---]akZ|a1]---]ak,

wobei Z ein neues Symbol ist.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 167, Seite 103 im Skript)

Kontextfreie Sprachen
Greibach-Normalform

S— SS|AS|SB

S — AS | ASZ
Z—S|B|SZ|BZ

FANS RWTH
WYY/ et ‘
S s



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 168, Seite 103 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Greibach-Normalform

Eine CFG ist in Greibach-Normalform (GNF) falls jede Regel von
der Form A — aBCD - - - ist, d.h. A— S mit € TN*.

Theorem

Es sei G ein CFG mit € ¢ L(G). Dann gibt es eine CFG G" in GNF
mit L(G") = L(G).

| RWTHZ Gl
= | UNIVERSITY



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 169, Seite 103 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Starte mit G in CNF ohne unniitze und nullierbare Symbole.

O.b.d.A. sei N={Ay, -, A,}.

1. Schritt:

Andere G so, daB es keine Regeln A; — Aja mit j < i gibt.
Nehmen wir an, dies gilt schon fiir i =1,--- k.

Sei / die kleinste Zahl, fiir die es eine Regel
Ak+1 — Aja gibt.

Es seien Aj — B1 | -+ | Bm alle Regeln fiir A,.
Ersetze Axr1 — Aja durch Ay — fra| -+ | Bma.

Wiederhole dies, bis es keine Regel
Akr1 — Aja mit | < k+ 1 mehr gibt.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 170, Seite 104 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Jetzt kann es noch Regeln Agi1 — Agxr1a geben, die wir mit Hilfe
eines neuen Symbols eliminieren (das groBer ist).
Alle Regeln haben jetzt die Form A; — Aja mit j > i oder

A,' — aa.

Wir ersetzen A; — Aja durch A; — 1o - - - |Bra falls

A;j = B1|---|Bk bis jede rechte Seite mit einem Terminalsymbol
beginnt.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 171, Seite 104 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

S—AB|a S—AB|a
A= AA| b A= b|bzy
B— AB|a B — bB | bZ1B | a
Zl—>b]b21]b21\b2121
S—AB|a
A= b| bz S— bB|bZiB|a
B— AB | a A b bz
71— Al AZy !
B — bB | bZ1B | a
S—AB|a 21— b | bZy | b1 Zy
A= b|bZy

B — bB | bZ1B | a
Zl—>A]A21




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 172, Seite 105 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Das Pumping-Lemma fiir CFLs

Fiir jede CFL L gibt es eine Zahl n fiir die gilt: Jedes Wort z € L
mit |z| > n hat eine Zerlegung z = uvwxy mit

Q |vwx| <n
Q |vwx| >0
Q wviwx'y € L fiir jedes i € Ng

eortca ‘

por S

&«

%



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 173, Seite 106 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

Das Pumping-Lemma fiir CFLs

Beweis.

U v /\ 45 Y

v

A
A
A
w

X




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 174, Seite 107 im Skript)

Kontextfreie Sprachen

L={a"b"c"|n>0}.
Sei n die Konstante des Pumping-Lemmas.
a"b"c" = uvwxy mit [vwx| < nund |vx| > 0.

Dann enthalt vx kein a oder kein c.

Dann gilt leider uv?wx?y ¢ L. Widerspruch!

Also ist L keine CFL.



	Einführung
	Organisatorisches
	Motivation
	Künstliche Pflanzen
	Empfohlene Literatur
	Alphabete, Wörter, Sprachen

	Reguläre Sprachen
	Reguläre Ausdrücke
	Endliche Automaten
	Nichtdeterministische endliche Automaten
	Die Potenzmengenkonstruktion
	NFAs mit -Übergängen
	Minimale DFAs und der Satz von Myhill–Nerode
	Berechnung des minimalen DFA
	Umwandlung eines Automaten in einen regulären Ausdruck II
	Das Pumping-Lemma
	Entscheidungsprobleme für reguläre Sprachen

	Kontextfreie Sprachen
	Kontextfreie Sprachen und Grammatiken
	Ableitungsbäume
	Die pre*-Operation
	Entscheidungsprobleme für CFGs
	Normalformen für CFG
	Chomsky-Normal-Form
	Greibach-Normalform
	Das Pumping-Lemma für CFLs
	Kellerautomaten
	Deterministische Kellerautomaten
	Abschlußeigenschaften kontextfreier Sprachen

	Die Chomsky-Hierarchie
	Prozesse
	Synchronisierte Produkte von Automaten
	Petrinetze


