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Q Ubung zur Vorlesung Parametrisierte Algorithmen Q

Tutoraufgabe T14

Seien II; und Il; durch endliche Ausschlussmengen charakterisierbare Grapheigenschaf-
ten. Sind die folgenden Klassen auch derartige Grapheigenschaften?

[ ] HlﬂH2
[ ] Hl\Hg
[ ] H1UH2

Loésungsvorschlag
Seien X7, X5 die endlichen AusschluBmengen fiir 1y, ITs.

e II; NII,: Diese Grapheigenschaft hat die endliche AusschluBmenge X; U X5.

e II; \ I, ist im Allgemeinen keine vererbbare Grapheigenschaft, z.B. wenn Il nur
den leeren Graphen enthélt und II; eine echte Oberklasse von I, ist.

e [I; UII,: Die endliche Ausschlufmenge ist hier:

U  {v€Cruymme |z Qynw <y}
z1€X1,22€X2

mit G,, der Menge aller Graphen mit hochstens n Knoten, und x <y gdw. x als
induzierter Untergraph in y vorkommt.

Man kann leicht durch Fallunterscheidung nach Zugehorigkeit zu 1y, Iy zeigen, dafl die
jeweiligen Ausschlufmengen tatséchlich das Gewiinschte leisten.

Tutoraufgabe T15

Wir betrachten die Menge der Graphen, die ein Vertex Cover mit hochstens & Knoten
besitzen. Gibt es eine endliche Charakterisierung durch Ausschlussmengen?



Losungsvorschlag

Sie GG ein Graph, dessen kleinstes Vertex Cover ¢ > k Knoten enthilt. Dann enthélt G
einen induzierten Untergraphen G’, dessen kleinstes Vertex Cover genau k + 1 Knoten
enthélt: Wir konnen so einen Graphen konstruieren, in dem wir einfach Knoten aus dem
minimalen VC entfernen. Wiirde es dabei in irgendeinem Schritt plotzlich ein billigeres
VC geben, so wire das originale VC nicht minimal gewesen.

Es reicht also aus, in der Ausschlussmenge Graphen mit einem minimalen Vertex Cover
der Grole k 4+ 1 zu beriicksichtigen. Wir konstruieren diese Menge wie folgt: Zur Aus-
schlussmenge gehoren alle Graphen mit hochstens 3(k+1)(k+2) Knoten, deren minimales
Vertex Cover die Grole k + 1 hat.

Wir zeigen nun, dafl diese Auschlussmenge ausreicht. Sie G = (V, E) ein Graph, dessen
minimales Vertex Cover C' die Gréfle k + 1 hat und dessen induzierte Untergraphen alle
ein Vertex Cover der Grofle hochstens k besitzten. Alle Graphen, die kein Vertex Cover
der Grofle hochstens k haben, besitzen einen solchen Graphen als induzierten Untergraph.
Wir zerlegen C' = C; U Cy mit Cp ={v €V |deg(v) <k+ 1} und Cy = C'\ C}.
Offensichtlich ist V' = N[C], andernfalls gébe es einen induzierten Untergraphen von
G, dessen minimales Vertex Cover ebenfalls £ 4+ 1 Knoten umfasst. Aulerdem gilt nach
Konstruktion |N[C]| < (k + 1)(k + 2).

Nehmen wir an, da§ [N[Cs]| > (k+ 1)(k +2) + (k + 1)(k + 2) gilt. Dann gibt es einen
Knoten u € N[Cs], der nicht Teil von N[C}] ist, sodal der Grad aller Knoten aus Cy in
G \ {u} immer noch groBer als k + 1 ist.

Dann ist das kleinste Vertex Cover von G\ {u} allerdings immer noch k+ 1, da weiterhin
jeder Knoten aus Cy zum Vertex Cover gehoéren muss und N[C}] (mit kleinstem Cover
(') nicht veréndert wurde.

Somit hat G hochstens (k+ 1)(k +2) + (k+ 1)(k+2) + (K + 1)(k + 2) Knoten und ist
damit Teil unserer Ausschlussmenge.

Tutoraufgabe T16

Nun betrachten wir das folgende Problem: Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und ein
Parameter k. Lésst sich G durch das Hinzufiigen von hochstens k£ Kanten so veréndern,
dass G chordal wird?

Gibt es eine endliche Charakterisierung durch Ausschlussmengen?

Losungsvorschlag

Wie in der Vorlesung vorgerechnet, gibt es fiir chordale Graphen keine endliche Aus-
schlussmenge, da man Kreise beliebiger Lénge ausschliessen muss. Jeder Kreis fester
Lange enthilt aber keinen Kreis kleinerer Lange als induzierten Untergraph.

Tutoraufgabe T17
Entwerfen Sie einen FPT-Algorithmus fiir das obige Problem.

Loésungsvorschlag

Zunéchst ist festzustellen, dafl ein Kreis der Lénge groflier als 3k, der keine einzige Sehne
enthélt, nicht mit nur £ Kanten vollstdndig trianguliert werden kann.



Ein Algorithmus geht nun dhnlich vor wie der Algorithmus aus Hausaufgabe H6, nur
verwendet er anstatt des (g)—Ansatzes eine Tiefensuche von jedem Knoten aus, um zu
testen, ob er dieser Knoten auf einem nicht ausreichend trianguliertem Kreis liegt: Fiir
jedes v starte man eine Tiefensuche auf G von v aus. Jedesmal, wenn man Riickkanten
nach v (und damit einen Kreis) im Graphen entdeckt, teste man, ob der so entdeckte
Kreis trianguliert ist. Wenn nein, der Kreis aber mehr als 3k Knoten enthilt, antworte
direkt ,,Nein®.

Gibt es einen nicht triangulierten Kreis z125 . .. x; mit ¢ < 3k, reicht es aus, alle hochstens
(32k) Moéglichkeiten rekursiv durchzutesten, Sehnen hinzuzufiigen.

Insgesamt erhalten wir einen fiirchterlich grofien Suchbaum, dessen Grofle aber wieder
durch eine Funktion in £ beschrankt werden kann: Die Hohe ist immer noch k, und jeder
Knoten hat héchstens (32k) Kinder.

Der Aufwand pro Suchbaumknoten ist auch wieder polynomiell: Jede der n Tiefensuchen
benotigt Zeit O(n + m). Pro Tiefensuche kann man hochstens m mal Riickkanten ent-
decke, und jede anschlieBende Uberpriifung pro Riickkante ist auch in polynomieller Zeit
moglich.

Die Hausaufgabe ist auf der Riickseite.
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Ein minimales VC enthélt genau 217 Knoten (in obiger Grafik farbig markiert).



