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1  Uberblick

In dem Papier On The Parameterized Complezity of Exact Satisfiability Pro-
blems werden verschiedene Varianten des Exakten Erfiillbarkeitsproblems
EXACTSAT unter dem Aspekt der parametrisierten Komplexitéit betrach-
tet. In dieser Sitzung wurde durch F'PT-Reduktionen von MAXEXACTSAT
auf INDEPENDENTSET und umgekehrt gezeigt, dass MAXEXACTSAT W1]-
vollstandig ist. Dabei wurde auch gezeigt, dass sogar MONOMAXEXACTSAT
W1]-schwer ist, wenn Literale mehrfach in Klauseln vorkommen konnen.

2 Definitionen

2.1 Definition 1: FPT

Eine parametrisierte Sprache wird wie folgt definiert:

L ist eine parametrisierte Sprache gdw. £ C ¥* x N fiir ein Alphabet X..
Fiir (x,k) € L heifit x Instanz und k& Parameter.

L heiflt fived parameter tractable gdw. es einen Algorithmus gibt, der in
O (f(k)p(|z])) entscheidet, ob (z,k) € L, fiir eine Funktion f : N — N und
ein Polynom p. (,fixed parameter tractable“ ldsst sich am besten mit , mit
festem Parameter handhabbar® iibersetzen.)

FPT ist die Komplexitéatsklasse aller fixed parameter tractable-Sprachen.

2.2 Definition 2: fpt-Reduktion

Seien £ C (¥*xN), £' C (¥ x N) parametrisierte Sprachen. Eine Abbildung
f: L — L' heifit fpt-Reduktion (geschrieben £ <P £') gdw.



L. (z,k) e L& f(x, k) e L

2. es eine berechenbare Funktion g : N — N gibt, so dass k' < g(k) fur
alle (xz,k) € L mit f(z, k) = (2, k)

3. es eine Konstante ¢ und eine berechenbare Funktion f’ gibt, so dass
f(z, k) in Zeit f'(k)|x|® berechnet werden kann.

2.3 Komplexititsklassen W k]

Da das Papier die Kenntnis von W[k] voraussetzt, wurde das Prinzip in
der Sitzung angesprochen. Dazu betrachten wir boolesche Schaltnetze mit
einem Eingabevektor der Griéfle n, k groffen Gattern und beliebig vielen
kleinen Gattern. Ein Gatter gilt als klein, wenn es hochstens ¢ Eingénge
hat, fiir eine Konstante ¢. Die maximale Anzahl grofler Gatter auf einem
Eingabe-Ausgabe-Pfad im Schaltnetz wird weft genannt. (Man sollte noch
bemerken, dass auch die Anzahl der Gatter insgesamt auf einem Pfad durch
eine Konstante begrenzt wird, da es sonst sehr einfach wére, nur kleine Gatter
zu haben.)

Die Komplexitétsklasse W k] wird iiber folgendes Problem mit Parame-
ter [ > 1 definiert: Akzeptiert ein gegebenes Schaltnetz mit weft k einen
Eingabevektor mit [ vielen Einsen?*

Es ergibt sich die folgende Inklusionskette:

FPT CW[]CW[2] C--- C W[SAT] C W[P]

Wichtig ist hier aber nur, dass W[1] als nicht tractable gilt?, und dass INDE-
PENDENTSET W([1]-vollsténdig ist.

2.4 Definition 3

Eine KNF-Formel ist eine Multimenge von Klauseln, die wiederum Multi-
mengen von Literalen sind. Formeln heilen monoton, wenn in der Formel fiir
jede Variable z nur entweder die Literale z oder  vorkommen, aber nicht
gemischt.

!Neugierige finden die exakte Definition im Web, u.a. in dem Papier The Hardness of
Problems on Thin Colored Graphs:
http://archive.cs.uu.nl/pub/RUU/CS/techreps/CS-1995/1995-36.pdf

2Es wird nur vermutet, dass FPT # W[1].



2.5 Definition 4

Eine Belegung exakt-erfiillt eine Klausel C' gdw. genau ein Literal in C' wahr
ist. Wenn mehr als ein Literal wahr ist, heifit die Klausel dbererfiillt.

2.6 Definition 5

e MAXEXACTSAT ist das Problem zu entscheiden, ob es eine Belegung
gibt, die mindestens k Klauseln in einer gegebenen Formel F' exakt-
erfiillt.

o RESMAXEXACTSAT ist wie MAXEXACTSAT, mit der zusétzlichen
Bedingung, dass keine iibererfiillten Klauseln erlaubt sind.

3 MaxExactSAT

3.1 Lemmal

Behauptung: INDEPENDENTSET <'P* MAXEXACTSAT
Beweis:

Hierzu konstruieren wir aus einem gegebenen Graphen G = (V, E) mit
V ={v,...,v,} eine Formel F' = {CY,...,C,} iiber Variablen x1, ..., z,, 2,
und zeigen, dass das INDEPENDENTSET-Problem mit Verwendung von MAX-
EXACTSAT losbar ist. Dazu wird fiir jeden Knoten v; die Klausel C; wie folgt
definiert:

Ci={zzmu |J {z;}

v GN(’L}Z‘)

(Hierbei ist N(v;) die Menge der Nachbarknoten von v;, ohne v; selbst.)

Da immer entweder z oder Z wahr ist, ist C; exakt-erfiillt gdw. x; wahr
ist und x; falsch fiir alle Nachbarn v; von v;. Es bleibt noch zu zeigen, dass
G ein Independent Set der Grofle k£ hat gdw. k£ Klauseln in F' exakt-erfiillt
werden koénnen.

»="1 Sei I CV ein Independent Set der Grofle k. Setze x; = 1 fiir alle v; € I
und z; = 0 sonst. Damit ist C; exakt-erfiillt fiir alle v; € I.

»,<="1 Gegeben sei eine Belegung, die k£ Klauseln exakt-erfiillt. Setze I =
{vi | C; exakt-erfiillt}. Per Konstruktion der Klauseln sind fiir alle
v; € I alle Nachbarknoten nicht in 7, und damit ist / ein Independent
Set.



3.2 Lemma 2

Behauptung: INDEPENDENTSET <P* MONOMAXEXACTSAT
Beweis:
Wie eben wird aus einem Graphen G = (V, E) mit V = {vy,...,v,}

eine Formel F' = {C},...,C,} gebastelt, aber diesmal nur tiber Variablen
Z1,...,%,, und F ist monoton. Definiere die Klausel C; fiir jeden Knoten v;
wie folgt:

Ci={e}u | {z2}
v; €N (v;)
Wie eben ist C; exakt-erfiillt gdw. x; wahr ist und z; falsch fiir alle Nach-
barn v; von v;. Damit geht der Beweis analog zu Lemma 1.
Obwohl die Aussage von Lemma 1 in Lemma 2 enthalten ist, hat auch
Lemma 1 seine Daseinsberechtigung: Es gilt ndmlich auch dann, wenn Lite-
rale nur einfach in Klauseln vorkommen diirfen.

3.3 Lemma 3

Behauptung: MAXEXACTSAT <P INDEPENDENTSET

Beweis:
Hierzu konstruieren wir aus einer Formel F' = {Cy,...,C,,} mit C; =
{li1,....lis,;} einen Graphen G, so dass die Knoten, die Vorkommen von

exakt-erfiillenden Literalen in F' entsprechen, ein Independent Set in G bil-
den. Dabei nehmen wir zunéchst an, dass Klauseln Mengen statt Multimen-
gen sind.

Der Graph G = (V, E) wird wie folgt definiert:

Vo= {v; |1<i<m,1 <5<t}
EF = EFiUE,UE3UE,
mit
B, = {{vm,vmb} | i = a} (1)
By = {{vijvap} | lij = lap} (2)
E; = {{Ui7j7va7b} | Ly = lag, t # b} (3)
E, = {{vivj,v&b} | lis = E, s#£ g, t# b} (4)

Damit entspricht jedes Vorkommen eines Literals in einer Klausel einem Kno-
ten in GG, und alle Literalvorkommen einer Klausel in F' bilden wegen FE;
eine Clique in G. Das stellt sicher, dass hochstens ein Literalvorkommen der



Clique in ein Independent Set kommt. F5, E3 und E, stellen weitere Ei-
genschaften des Independent Sets sicher, die gleich gebraucht werden. Es ist
noch zu zeigen, dass k Klauseln in F' exakt-erfiillt werden kénnen gdw. G ein
Independent Set der Grofle k£ hat.

»,=": Gegeben sei eine Belegung, die k Klauseln C1, ..., C} exakt-erfiillt, und
seien 0.B.d.A. [;;, die eindeutigen Literale, die C; erfiillen. Setze I =
{vig, | i =1,...,k}. Damit ist |I| = k, und [ ist ein Independent Set,
denn fiir alle verschiedenen v;4,, v, € I gilt:

— {Vig, v, } & B, daliy, und I, in verschiedenen Klauseln sind.
= {Vig, v, } & B, dalyy, # E, denn beide Literale sind wahr.

— {vis,,vje, b ¢ E3, da beide Literale exakt-erfiillend sind. Wenn
lit; # l;+,, konnen sie nicht gemeinsam in einer Klausel auftreten,
da sonst die Klausel iibererfiillt wére.

— {Vit,, v, } ¢ 4, denn wenn ein weiteres Literal [ in C; und [ in
C; vorkdme, wire eine der beiden Klauseln {ibererfiillt.

»,<="“1 Gegeben sei ein Independent Set I C V der Grofle k, und seien £ =
{li;j | vi; € I} die entsprechenden Literale und X = {z;,..., 2y} die
entsprechenden Variablen, mit &' < k.

Sei C = {C; | 3 : v;; € I} die Menge der Klauseln, die durch [; ; exakt-
erfiillt werden sollen. Wegen (1) sind alle [; ; in verschiedenen Klauseln,
also |C| = k. (2) stellt sicher, dass alle Literale in £ erfiillt werden
konnen. Damit kann fiir X eine Belegung angegeben werden, die £
erfiillt, und damit C. Wegen (3) tauchen Literale aus £ nur einmal in
jeder Klausel in C auf, also exakt-erfiillt die Belegung die Klauseln in C.
Es bleibt noch die Frage, ob die restlichen Variablen so gesetzt werden
konnen, dass sie keine Klausel erfiillen. Das kann nur schiefgehen, wenn
fiir | ¢ £ sowohl [ als auch [ in der Formel auftreten. (4) stellt gerade
sicher dass das nicht passiert, und alles ist in Butter.

Wenn Klauseln auch echte Multimengen sein kénnen, muss bei der Re-
duktion zusétzlich dafiir sorgen, dass mehrfach in einer Klausel auftretende
Literale nicht als Knoten fiir das Independent Set ausgewéhlt werden konnen.
Dazu entfernt man nach der Reduktion einfach alle solche Knoten, die mehr-
fach auftretenden Literalvorkommen entsprechen.

3.4 Satz 1

MAXEXACTSAT ist vollsténdig fiir W1]. Das folgt direkt aus Lemma 1 und
Lemma 3.



3.5 Satz 2

MONOMAXEXACTSAT € FPT, wenn Klauseln Mengen sind. Wir hatten
in dieser Sitzung nur angefangen, dies zu beweisen. Dazu hatten wir die
folgenden Fille fiir eine monotone Formel F' betrachtet:

e In F' kommt eine Variable x in mindestens k£ Klauseln vor. Dann gibt
es eine exakt-erfiillende Belegung: Setze x auf wahr und alle anderen
Variablen auf falsch.

e In F gibt es hichstens k2+k Klauseln. Dann gibt es hochstens 28+ vie-
le Variablen®, und das Problem kann durch erschépfende Suche gelést
werden. Zwar ist die Laufzeit exponentiell in der Anzahl der Variablen,
aber diese héngt hier nur vom Parameter ab, und das ist ja in Ordnung.

In allen anderen Féllen brauchen wir nur noch Formeln behandeln, die
mehr als k% + k Klauseln haben, und in denen jede Variable in héchstens
k — 1 Klauseln vorkommt. Dazu wird ein Algorithmus betrachtet, der immer
eine Belegung findet, die k£ Klauseln exakt-erfiillt, und damit ist der Satz
bewiesen. Dieser Algorithmus wird in der néchsten Sitzung vorgestellt.

3Stimmt ja gar nicht! Es koénnen natiirlich mehr sein, aber dann lisst sich F in eine
dquivalente Formel mit nur 2k°+k Variablen umformen. Betrachte fiir jede Variable die
Menge der Klauseln, in denen sie enthalten ist. Es gibt nur 2K*+k viele solche Mengen,
und wenn dieselbe Menge zu mehreren Variablen gehort, tauchen diese immer gemeinsam
auf, also kann man alle bis auf eine Variable weglassen.



