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Ziel:

e Garantie einer Losung, die nah am korrekten Ergebnis liegt

e Laufzeit asymp. schneller als Lange von Ein- und Ausgabe
zusammen



Def.: e-Spotchecker
f: Funktion, die von Programm P berechnet werden soll

A(-,-): Abstandsfunktion

C ist e-Spotchecker fur f mit Abstandsfunktion A, wenn

1. Geg.: Programm P (soll f berechnen), ¢, Eingabe z

C gibt mit Wskt > 3/4 (bzgl. der internen Munzwdurfe von C)
PASS aus, wenn A({x, P(x)),{(z, f(x))) = 0 und FAIL, wenn
fir jede Eingabe y A({z, P(x)), {y, f(y))) > €

2. Laufzeit von C ist o(|x| 4+ |f(x)]).



Beobachtung

1. Def. erflullt starke Bedingung: Korrelation zw. Abstand Aus-
gabe zu richtigem Ergebnis und Wskt FAIL auszugeben

2. bei O(lg1/6) Wdh: Konfidenz von 1 —§

3. 3 mogliche Kombinationen flir Lange der Eingabe / Lange
der Ausgabe werden berucksichtigt:

(a) Funktionen, bei denen Ein- und Ausgabe dahnliche GroBe
besitzen |z| = ©(|f(z)|)

(b) Funktionen mit kleiner Ausgabe |z| = o(|f(x)|)

(c) Funktionen mit groBer Ausgabe |f(z)| = o(|x|)



1.Bsp: Sortieren
Ziel: Uberpriifen der Programmausgabe eines Sortieralgorithmus

auf Korrektheit;
Toleranz: Abweichung von < en Elementen von sortierter Liste

genauer: x,y Listen von Elementen,

z #y o. |[P(z)| # [f(y)]

A((z, P(x)), (y, f(y))) = { p(P|(zf();;];|(y)) sonst




Uberpriife Ergebnis in zwei Schritten:

1. Test, ob aufsteigende Subsequenz der Lange (1 — ¢)|z| in
P(x) vorhanden

2. Test, ob Mengen P(x) und x einen Overlap > (1 — €)|z|
besitzen

= A({z, P(x)), {y, f(y))) < 2e¢, falls P(x) Test besteht
= 2e—Spotchecker



Procedure Sort-Check(A,e¢)

repeat O(1l/e) times

choose i €g [1,n]

for k< 0...[lg¢| do

repeat O(1l) times

choose j €p [1,2F]

if(A[: — j] > A[i]) then return FAIL
for k < 0...[lg(n —1i)] do

repeat O(1l) times

choose j €p [1,25]

if (A[: > A[i+ j]) then return FAIL
return PASS



Theorem
Sort-Check(A,e) lauft in O((1/e)lgn) und erfillt:

1. A sortiert = Sort-Check(A, e)=PASS

2. A hat keine aufsteigende Untersequenz > (1 —e)n
= p > €n
= A >en/n=c¢
= Pr(Sort-Check(A,e)=FAIL)> 3/4



Hilfsdef.
Vi Ty () = {AU]] Al > ALl § >4, t < j <t}
Vii [ () = {AU] ALY < Al 5 <, t <5 <t}

schweres Element
VEk,0 < k < Ig3: |r(_i—2k,i)(i)| > n2k und

Vk,0 < k <lg(n —i): |I_E|z_.,i_|_2k)(i)| > n2k mit n = 3/4



Lemma
Seien Ali], A[j] schwere Elemente mit i < j . Dann A[i] < Al[j].

Idee:
Zeige: dk mit Al7] < Alk] und Al[k] < Alj],
= Beh.

Beweis
Wahle m so, dass 2m < (j — 1), aber 2m +1) > (§j — ).
Seil=(j—i)—2™mund [ =[j — 2™, + 2™M].
= |I=0G+2")-(G-2")+1=2"—-14+1.
Idee:
Betrachte in I die Menge G := {A[k]|A[k] > A[i]}
und K = {A[k]|A[k] < A[j]}
|G| + |K| > |I| =(Schubfachprinzip) 3 mind. ein £ mit A[k] € I
mit
Ali] < A[k] < A[j]
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Ali] schwer = |G| > n2™ — ((j —2™) — i) = n2™ — |
Alj] schwer = |K|>n2™ — (j — (1 +2™)) = n2™ — |

= |G+ |K|=@02"-D+ 02" -1 > |I|=2"-1+1,
falls [ < 2m—1

Falls I > 2™~ 1. Fiihre Beweis mit m + 1 statt mit m.
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Beweis
Wenn A keine aufsteigende Untersequenz > (1—e€)n besitzt, dann
Pr(Sort-Check(A,e)=FAIL)> 3/4.

Ann.: A besitze < en schwere Elemente = A besitzt > en leichte
Elemente Checker = PASS, wenn

1. nur schwere Elemente gezogen

2. leichtes Element fur schweres Element gehalten

= Chernoff-Schranken Pr(1.)<§/2
= Chernoff-Schranken Pr(2.)< §/2

= Gesamtirrtumswskt < §
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Chernoff-Schranken

Geg. Bernoulli-EXxp.

Erinnerung: Ziehen mit Zurucklegen ohne Reihenfolge
Trefferwskt p

Y, zahle die Treffer

= E[Yn] = np
1. P(Ypo> (14 np<e<?P0<e<1
2. PYp>(1-np<e“"0<e<1
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Lemma
A, B zwei Listen mit |A| = |B| = n. A sortiert, aus unterschiedl.

El. bestehend
= 4 Spotchecker

e mit Laufzeit O(lgn)

e A sortiert und |ANB| = n = Ausgabe=PASS mit hoher Wskt

e |[AN B| < en = Ausgabe=FAIL mit hoher Wskt
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Beweis
Sei A sortiert.

choose b € B zufallig
search b in A mit bin. Suche
jeder Test: O(lgn), konst. Anz. Tests

= 2e¢— Spotchecker fur Sortierproblem
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O(lgn)untere Schranke fur Spotchecking Sorting

gezeigt: 32e¢ Spotchecker in O(lgn), n =GroBe der Liste

Beh.:3 Spotchecker mit Laufzeit o(Ign)

Beweisidee: Ann.: C checkt Sortierproblem in o(lgn)

Zeige: 4 Eingabe y, die komplett sortiert ist mit

Pr(C =FAIL) = 1 oder

Pr(C =PASS) = 1 obwohl keine aufsteigende Sequenz der Lange
Q(n) ex.
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3-laver sawtooth

10
g

|-laver sawtooth

sSuEnCE

Figure 1: 3-layer saw-tooth: an Istz(3. 3, 3) sequence.
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Konvexe Hulle

Problem:
Programm P: Eingabe: M = Menge von n Punkten in euklid.

Ebene
Ausgabe:(xqg,x1,...,xr) Sequenz von Zeigern auf k + 1 Punkte

in M, die gegen Uhrzeigerrichtung eine konvexe Hiulle ergeben

sollen.
soll uberpruft werden.

Idee flr Spotchecker: Arbeite in zwei Phasen

1. Test auf Konvexitat: Toleranz einer Abweichung von ek Ele-
menten

2. Test, ob ausreichend Punkte in dem zuruckgelieferten kon-
vexen Polygon liegen (Hillenbedingung)
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Toleranz: Abweichung von ek Elementen.



Sei f die Funktion, die die konvexe Hulle einer Punktmenge kor-
rekt bestimmt.

Def.

A((z, P(@)), (g, f())) = { o0 Y 7 PIX)

max{dcon, dhull} SOnSt

Zeige: Je—Spotchecker, mit Komplexitat O(lgn)
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1. Spotchecker fur Konvexitat:
Geg.: CH eine Menge von k+ 1 Kanten, e; = (z;, ;41 mod k+1)

Def.ileo =0
Ze; = ZW. epg und e; eingeschlossener Winkel

VZe;: Ze; € [0,2m)

Def.:
0<1475 <k eRe =

1. 4 < j

2. 41 = T und 0 < Zej — Le; < m
oder 0 < Zej — L(a:i_|_1,:cj) <mund 0 < L(:CZ'_|_1,:CJ') — 461; <7

erReg, wenn Ley > m
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Lemma

Sei S = (ep, ...,¢;) €ine Sequenz von Kanten mit e;Re;41

V0 <1 <[. Sei C' das Polygon, das sich ergibt, wenn man alle ¢;
aus S ggf. durch Einfugen neuer Kanten verbindet.

Benh.:

1. C besitzt keine Schleifen

2. C ist konvex
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Procedure Convex-Check(C'H,e¢)

run Sort-Check(CH,e/2), replacing < with R
if e or ep is not heavy return FAIL

if Zejp < m return FAIL

return PASS
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Theorem
Wenn CH Convex-Check(CH,¢) besteht, dann kann CH konvex
gemacht werden, indem < ek Knoten entfernt werden.

Test bestanden = 32 disjunkte Subsequenzen von CH mit
Gesamtlange > (1 — e)k =< ek Kanten entfernen
=< ek Knoten entfernen

= Convex-Check ist e—Spotchecker
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Figure 4: The two chains.
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Lemma: eingeschrankte Transitivitat

wenn e;Re;, ejRep, mit Lep — Le; <
dann e;Rey.

Figure 30 Transitivily under restricted conditions.
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Beweis
Fall ;41 # x; und z;41 # g, e:=(x;41,%;), € :=(z41,2L)
= Le; < Le < Lej < Le! < Ley,

= /€' — Ze < w3 p so dass z;11,p,x bilden ein Dreieck
= Le < L(wjq1, 1) < Leé
= e;Reyg,
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Lemma
Wenn Convex-Check(CH, e)=PASS, dann e,,;qRe ;g -

Beweis

€mad ﬂzemid’

= emid:emsg’ NICht adjazent

= der Mit e,,;qRerRe, ;4 Und e, kein schweres Element

= Ze g — Lemid > T

d:=(Tmid+1, Tmid’)
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emid Remid =
1. Zd — Zey,;q > ™ oder
2. Le ;i — Ld >

Nimm o0.B.d.A. (2.) an.

Fur die Folge €05 --+5s Emidy d, €mid's ++1 €k gilt eiRej.
= konvexes Polygon und aufsteigende Winkelfolge

(Q)i emid/ > T
= Ve; mit j > mid':Ze; > m Widerspruch zu geschl. Polygon
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Hullenbedingung
Idee: Wahle O(1/e) Knoten, teste flr jeden Knoten, ob er im

konvexen Polygon liegt

Test:

v € CH innerhalb konvexem Polygon = 3 Dreieck vy, v, vy",
mit ¥y’ und ¢y" adjazent und v liegt im Dreieck

= Z(y,y') < ZL(v,y) < 2", y)
Suche (v/,y") mit bin. Suche in O(Ign)

Chernoff = Fehlerwskt genugend klein
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Element-Distinctness

Problem: Geg. Menge A,|A| =n

Frage: Alle Elemente unterschiedl.?

Toleranz: A hat > (1 — ¢)n unterschiedl. Elemente

f(A) = 0, wenn A nicht n unterschiedl El enthalt
f(A) =1 sonst

00 P(z) # f(y)
A({z, P(x)),(y, f(y))) = { p(z,y) sofst ’

|

mit p(x,y) = Anz. El., die zu z hinzugefligt bzw. aus x geldscht
werden mussen um y zu erhalten.
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Procedure Element-Distinctness-Check(A,¢)
choose random ,/(en) elements X from A
If X has any repeated elements return FAIL
return PASS

Element-Distinctness-Check(A,e) ist e—Spotchecker mit Lauf-
zeit O(,/(en))
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Zusammenfassung

Effizienz von Spotcheckern wg. punktweisen Uberpriifung der
Programmausgabe

Vorteil:

1. Garantie, dass Programmausgabe nah am richtigen Ergebnis
liegt

2. Laufzeit kirzer als o(Eingabe + Ausgabe)

Nachteil: “nah™ am richtigen Ergebnis abh von A
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