Datenstrukturen und Algorithmen

(Folie 416, Seite 81 im Skript)
Graphalgorithmen

Minimale Spannbdume

Matroide

Wir nennen eine unabhingige Menge A maximal, wenn keine echte Obermenge von A
unabhdngig ist.

Lemma (Lemma G1)

Alle maximalen unabhingigen Mengen eines Matroids haben die gleiche GréfBe.

Angenommen, daB A und B maximale unabhidngige Mengen sind, aber |A| < |B|. Nach

der Austauscheigenschaft gibt es ein x € B, so daB AU {x} unabhéngig ist. Das
widerspricht der Maximalitat von A.
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Gewichtete Matroide

e Ein gewichtetes Matroid ist ein Matroid M = (S5,Z) mit einer Gewichtsfunktion
w:S — Q.

@ Wir nennen eine Menge maximalen Gewichts unter allen maximalen unabhingigen
Mengen optimal.

@ Viele Optimierungsprobleme kénnen durch das Finden einer optimalen Menge in
einem Matroid gel6st werden.

Beispiel

Ein minimaler Spannbaum ist eine optimale Menge im graphischen Matroid.
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Der Greedy-Algorithmus auf gewichteten Matroiden

Sei M = (S,Z) ein Matroid mit Gewichten w.
Dieser Algorithmus findet eine optimale Menge.

Algorithmus

function Greedy(S) :
R:=0;
sort S into(s[1], ..., s[n]) with w(s[i]) > w(s[i + 1]);
fori=1,...,n do
if RU{ s[i]} CIthen R:=RU{ s]i]}fi
od;
return R

Die Laufzeit ist O(nlog n+ nf(n)), wenn ein Vergleich konstante Zeit braucht, und der
Unabhangigkeitstest O(f(n)). T | T
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Korrektheit

Sei M = (S5,Z) ein Matroid mit Gewichten w. Wenn x € S maximales Gewicht unter
allen x hat, fiir die {x} unabhangig ist, dann gibt eine optimale Menge, die x enthilt.

Beweis.

Sei B eine optimale Menge mit x ¢ B. Wir haben w(y) < w(x) fiir jedes y € B, weil
{y} nach der Vererbungseigenschaft unabhingig ist. Beginne mit A = {x} und fiige
Elemente von B zu A hinzu (A bleibt unabhéngig, wegen der Austauscheigenschaft)
bis |A| = |B].

Dann ist A= B — {y} U {x} fiir ein y € B und daher gilt w(A) > W(B).

L]
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Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 420, Seite 81 im Skript)
Graphalgorithmen

Minimale Spannbdume

Kontraktion eines Matroids

Definition
Sei M = (S,7) ein Matroid und x € S.
Dann ist M’ = (§’,7') die Kontraktion von M um x, wobei
o S'={yeS|{xytelx#y}
o I'={ACS—{x}|AUu{x} eT}.

Wir beobachten, daB der Greedy-Algorithmus auf M’ arbeitet, nachdem er x gewahlt
hat.

o | o

h29
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Lemma (G3)

Sei M = (S,Z) ein Matroid mit Gewichten w. Sei x das erste Element, daB durch den
Greedy-Algorithmus gewdhlt wird.

Dann ist eine optimale Menge fiir die Kontraktion M’ von M um x zusammen mit x
eine optimale Menge fiir M.

Beweis.

Sei x € Aund B = A — {x}. Dann ist A maximal unabhingig in M gdw. B maximal
unabhingig in M’ ist.
Da w(A) = w(B) + w(x) gilt, ist A optimal in M gdw. B optimal in M’ ist. O
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Korrektheit des Greedy-Algorithmus

Der Greedy-Algorithmus berechnet eine optimale Menge in einem gewichteten Matroid.

Beweis.
Aus G2 und G3 folgt die Korrektheit mittels Induktion liber die GroBe der maximalen
unabhangigen Menge, die nach G1 wohldefiniert ist. Ol
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Kruskal: Minimaler Spannbaum
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Kruskals Algorithmus — Implementierung

Algorithmus

function Kruskal(G, w) :
A= 0;
for each vertex v in V[G] do
Make_Set(v)
od;
sort the edges of E into nondecreasing order by weight;
for each edge { u,v}in E, nondecreasingly do
if Find_Set(u) # Find_Set(v) then
A=AU{{uv}}
Union(u, v)

fi
od;
return A
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Korrektheit und Laufzeit der Implementierung

Die Korrektheit folgt als Korollar aus der Korrektheit des allgemeinen
Greedy-Algorithmus und der Beobachtung zum graphischen Matroid.
Laufzeit mit m= |E| und n=|V|und m > n—1:

n Make-Set-Operationen,

O(mlog m) Zeit fiir das Sortieren der Kanten, und

O(m) Find-Set- und Union-Operationen.

Mit einer geeigneten Union-Find-Implementierung zusammen O(mlog m).
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Union-Find: naiv

union(a, b): Hange find(a) bei find(b) ein

Beispiel: union(5,4), union(3,2), union(5,6), union(4,7). ..

0]
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Union-Find: union by rank

union(a, b): Verwende die ranghdhere Wurzel

Beispiel: union(5,4), union(3,2), union(5,6), union(4,7), union(3,4)

@ (7
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Union-Find: Pfadkompression

find(a): Komprimiere durchlaufene Pfade

Beispiel: find(4)
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Union-Find

Algorithmus

procedure Make_Set(x) :
p[x] := x;
rank[x] := 0

@ Wir betrachten jeweils eine Menge {0,...,n—1}
@ Ein Array fiir die Eltern eines fiir den Rang
@ Ein Baum pro Menge reprasentiert durch die Wurzel

@ Wourzel hier kurzgeschlossen
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Union-Find

Algorithmus

function Find_Set(x) :
if x # p[x] then p[x] := Find_Set(p[x]) fi;
return p[x];

Algorithmus

procedure Union(x,y) :
x := Find_Set(x);
y := Find_Set(y);
if rank[x] > rank[y] then p[y] := x
else p[x] :=y;
if rank[x] = rank[y] then rank[y]++fi;
fi:
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public class Partition {
int[] s;
public Partition(int n) {
s = new int[n];
for(int i =0; i <n; i+4) s[li] =1i;
}
public int find(int i) {
int p=i,t;
while(s[p] # p) p = s[pl;
while(i#p) {t=5s[i]; s[]=p; i=t; }
return p;
}
}public void union(int i,int j) { s[find(i)] = find(j); }
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Union-Find — Analyse

Zunichst keine Pfadkompression.

Lemma

Falls eine Union-Find-Datenstruktur einen Baum mit m Elementen enthalt, dann ist
seine Hohe héchstens log m + 1.

Beweis.

| A

Wird ein Element neu hinzugefiigt, dann ist die Hohe des Baums 1 = log(1) + 1.
Werden zwei Bdume zu einem kombiniert, dann ist die Hohe anschlieBend unveradndert,
auBer die Hohen beider Baume waren exakt gleich h.

Falls die Bdume vorher k und m Elemente enthielten, galt h < log(k) +1 < log(m) + 1.
Daher h+1 < log(2m) + 1 < log(k + m) + 1. O

v
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