Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 359, Seite 80 im Skript)
Graphalgorithmen
Netzwerkalgorithmen

Falls f ein s-t-FluB fiir G = (V, E) ist, dann gilt:
Q f(X,X)=0fir X CV
Q@ f(X,Y)=—f(Y,X) fur X, Y CV
Q@ f(XUY,Z)=f(X,2)+f(Y,2)fir X,Y,ZCVmitXNY =10
O F(ZXUY)=Ff(ZX)+f(Z,Y)firX,Y,ZCVmit XNY =0

Dieses Lemma ist sehr niitzlich, um wichtige Eigenschaften tiber Fliisse abzuleiten.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 360, Seite 80 im Skript)
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Lemma A

Um Lemma A zu beweisen, diirfen wir nur die Eigenschaften eines s-t-Flusses
verwenden, also Zuldssigkeit, Symmetrie und FluBerhaltung.
Beweis fiir (X, X) = 0:

f(X,X) = ;( IDIRICEIED IS f(xl,x2)>

x1EX xo€X x1EX xp€X
1
- 2( IPICEORDIP WLL)
x1EX xpeX x1EX xpeX
= 3 Z Z( X1, X2 +f(X2,X1)> =0
X1€X xp€eX
Hier geniigt die Symmetrie allein! (Rest als Ubungsaufgabe.) ) | RWTH
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Anwendung des Lemmas

Der FluB in die Senke sollte intuitiv dem FluB aus der Quelle entsprechen:
f(s,V)=1f(V,t)
Beweis mit Lemma A:
f(s,V) = f(V,V)—Ff(V—-s,V)
—f(V —s,V)
f(V,V—s)

f(V,t)+f(V,V—-s—1t)
= f(V,t) wegen FluBerhaltung
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Residualnetzwerke

., Netzwerk minus FluB = Residualnetzwerk"

Definition
Gegeben ist ein Netzwerk G = (V/, E) und ein FluB f. Das Residualnetzwerk
Gr = (V,Ef) zu G und f ist definiert vermoge

Er={(u,v) e VxV]|ce(uv) >0},
wobei
cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v).

cr ist die Restkapazitat.
Das s-t-Netzwerk G¢ hat die Kapazitdten cr.




Datenstrukturen und Algorithmen
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Beispiel

12/12
11/16 15/20

11/14
s-t-Netzwerk G mit FluB3

(Folie 363, Seite 80 im Skript)

Residualnetzwerk Gr
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Augmentierende Pfade

Ein s-t-Pfad p in Gf heit augmentierender Pfad.

cr(p) = min{ ¢cr(u, v) | (u,v) ist auf p} heiBt Restkapazitat von p.
Beispiel:

Die Restkapazitat dieses Pfades ist 4.



Datenstrukturen und Algorithmen (Folie 365, Seite 80 im Skript)
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Netzwerkalgorithmen

Die Ford—Fulkerson—Methode

Algorithmus

Initialisiere FluB f zu 0

while es gibt einen augmentierenden Pfad p
do augmentiere f entlang p

return f

cr(p)  falls (u,v) auf p
fo(u,v) =< —cr(p) falls (v, u) auf p
0 sonst

Augmentiere f entlang p: f :=f + 1,

fp ist ein FluB in Gf Gy | R
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Die Ford—Fulkerson—Methode

Anfangs ist der FluB 0.

Der augmentierende Pfad ist rot eingezeichnet.
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Die Ford—Fulkerson—Methode

Der augmentierende Pfad hat Kapazitat 5.
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Die Ford—Fulkerson—Methode

Der augmentierende Pfad hat Kapazitat 3.
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Die Ford—Fulkerson—Methode

Jetzt gibt es keinen augmentierenden Pfad mehr.

Der FluB ist maximal.



Beispiel
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Korrektheit

Lemma B
Sei G = (V, E) ein s-t-Netzwerk und f ein FluB in G.

Sei ' ein FluB in Gf.
Dann ist f + " ein FluB in G.

Konsequenz:
Die Ford—Fulkerson—Methode berechnet einen FluB.

Beweis.

Wir miissen zeigen, daB f + f’ zuldssig, symmetrisch und fluBerhaltend ist. Ol
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Beweis (Symmetrie)

(f + ) u,v) = f(u,v)+f(u,v)
= —f(v,u) —f'(v,u)
= —(f(v,u)+ f'(v,u))
= —(f+f)(v,u)



