(Folie 240, Seite 64 im Skript)

Quicksort

Wir sortieren ein unsortiertes Array durch einen Divide-and-Conquer—Algorithmus:

Eingabe:
l6732|1736] 3 | 4 |79 1431 [ 23] 71| 74]73]33] 14]12]

Ausgabe:
| 3| 4|12|14]14]17]23]313233]36]67| 71| 73| 74| 70]

Frage: Wie zerteilen wir die Eingabe in zwei unabhingige Teilprobleme auf eine andere
Art?
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Quicksort

Anstatt in der Mitte zu teilen, wahlen wir ein Pivot-Element p und teilen in drei Teile:

@ Alle Schliissel kleiner als p
Q p selbst
© Alle Schliissel groBer als p

l6732|17(36] 3 | 4 |79 1431 | 23] 71|74 ] 7333|1412

33]32]17]36] 3 | 4 [12]14]31]23]14]

Sortiere dann rekursiv den ersten und dritten Teil.
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Quicksort

l6732|17(36] 3 | 4 |79 1431 | 23] 71|74 ] 7333 14]12]

33]32]17]36] 3 | 4 [12]14]31]23]14]

Algorithmus

procedure quicksort(L,R) :
if R <L then return fi;
p:=all]; I:=L; rr=R+1;
do
do | := 1+ 1 while a[l] < p;
do r :=r — 1 while p < a]r];
vertausche a[l] und alr];
while | < r;
temp := a[r]; a[L] := a[l]; a[l] := temp; alr] :=p;
quicksort(L,r — 1); quicksort(r + 1, R)
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Analyse von Quicksort

Wir nehmen an, die Eingabe besteht aus n paarweise verschiedenen Zahlen und daB
jede Permutation gleich wahrscheinlich ist.

Was ist der Erwartungswert der Laufzeit?
Wir werden nur die Anzahl der Vergleiche analysieren.

Sei C, die erwartete Anzahl von Vergleichen fiir eine Eingabe der Linge n.
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Analyse von Quicksort

@ Offensichtlich ist o = C; = 0.
@ Die Anzahl der direkten Vergleiche ist n+ 1.

© Falls k die endgiiltige Position des Pivot-Elements ist, dann gibt es noch Cyx_1
und C,_x Vergleiche in den beiden rekursiven Aufrufen.

Q Falls n> 2, dann
1 n
Ch=n+1+ n kg_l(Ck_l + Cn—k)-

Um einen geschlossenen Ausdruck fiir C,, zu erhalten, [6sen wir diese
Rekursionsgleichung.
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Analyse von Quicksort

Sei n > 2. Sei D,, = nC,. Dann
n+1

Dpi1— Dp = ((n +1)(n+2)+ Y (Ceor + C,,H,k))—
k=1

(n(n+1)+ 3 (Gt + Coi))
k=1
=2(n+1)+C,+ C,=2(n+1)+2Dy/n

und wir erhalten die Rekursionsgleichung

n+2
Dny1=2(n+1)+ D,.
Dividieren durch (n+ 1)(n + 2) ergibt
Dn+1 = 2 + Dn fiir n > 2. = 1™

(n+1)(n+2) n+2 n(n+1)
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Analyse von Quicksort

Dni1 = 2 + Dn fir n > 2.
(n+1)(n+2) n+2 n(n+1)

Wiederholtes Einsetzen ergibt fiir n > 3

D, _ 2 2 2 D,
n(n+1) n+1 n 5 6

oder

2 2 2
Cn:(n—i-l)(in_i_l+;+~~+g>+(n+1)—

=2nH, + O(n) = 2nIn(n) + O(n).

Die durchschnittliche Laufzeit von Quicksort ist O(nlog n). W



public void quicksort() {
Stack(Pair(Integer, Integer)) stack = new Stack(Pair(Integer, Integer))();
stack.push(new Pair(Integer, Integer)(1, size() — 1));
int min = 0;
for(int i = 1; i < size(); i++) if(less(i, min)) min = i;
D t = get(0); set(0, get(min)); set(min, t);
while(!stack.isempty()) {
Pair(Integer, Integer) p = stack.pop();
int | = p.first(), r = p.second();
inti=I1—1,j=r,pivot = j;
do {
do { i++; } while(less(i, pivot));
do { j——; } while(less(pivot, j));
t = get(i); set(i,get(j)); set(j,t);
} while(i < j);
set(j, get(i)); set(i, get(r)); set(r,t);
if (r —i > 1) stack.push(new Pair(Integer, Integer)(i + 1,r));
if (i — 1 > 1) stack.push(new Pair(Integer, Integer)(l,i — 1));




public void quicksort(int a[]) {

Stack(Pair(Integer, Integer)) stack = new Stack(Pair(Integer, Integer))();

stack.push(new Pair(Integer, Integer)(1, a.length — 1));
int min = 0;
for(int i = 1; i < a.length; i++) if(a[i] < a[min]) min =;
int t = a[0]; a[0] = a[min]; a[min] =t;
while(!stack.isempty()) {
Pair(Integer, Integer) p = stack.pop();
int | = p.first(), r = p.second();
inti=I1—1,j=r,pivot = j;
do {
do { i++; } while(a[i] < a[pivot]);
do { j——; } while(a[j] > a[pivot]);
t = a[i]; a[i] = a[j]; a[j] =t;
} while(i < j);
a[j] = a[i]; a[i] = a[r]; a[r] =t;
if(r — i > 1) stack.push(new Pair{Integer, Integer)(i + 1,r));
if (i — | > 1) stack.push(new Pair{Integer, Integer)(l,i — 1));
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Quicksort

Quicksort hat evenfalls interessante Eigenschaften:
©Q Der Teile-Teil ist schwierig.
@ Der Herrsche-Teil ist sehr einfach.
© Die durchschnittliche Laufzeit ist sehr gut.
@ Die worst-case Laufzeit ist sehr schlecht.

@ Die innere Schleife ist sehr schnell.
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Heaps

Definition

Ein Heap ist ein Bindarbaum, der

o die Heapeigenschaft hat (Kinder sind groBer als der Vater),
@ bis auf die letzte Ebene vollstindig besetzt ist,

@ hochstens eine Liicke in der letzten Ebene hat, die ganz rechts liegen muB.
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Heaps

Ein Heap kann sehr gut in einem Array gespeichert werden:

lo]1]2]3]a]s5]6]|7]|8]9]10]11]12]13]

@ Linkes Kind von jist 2/ +1
@ Rechtes Kind von i ist 2/ + 2
e Vater von iist (i —1)/2] pig
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Heaps

Gegeben sind n Schliissel a1, ..., an.

Frage: Wie kdnnen wir einen Heap konstruieren, der diese Schliissel enthalt?

Antwort: Nacheinander in einen leeren Heap einfiigen.
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Einfiigen in einen Heap

Es soll der Schliissel 10 eingefiigt werden.

@ Hange den Schliissel an das Ende
@ Die Heap-Eigenschaft ist jetzt verletzt

© Lasse den neuen Schliissel zur richtigen Stelle aufsteigen.
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Java

final int bubble_up(int i) {
while(i > 0 && lless((i —1)/2,i)) {
swap((i — 1)/2,1);
}i =(i-1)/2;

return i;

}
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Urspriingliches Problem:
Gegeben sind n Schliissel a1, ..., an.

Frage: Wie kdnnen wir einen Heap konstruieren, der diese Schliissel enthalt?

public Heap(Collection(D) data) {
super();
addAll(data);

for(int i =1; i < size(); i++) bubble_up(i);

}
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So wird der Heap schrittweise aufgebaut.

Wir bilden einen Heap aus den Schliisseln 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 3, 10, 17, 24, 31,
und 38:
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© Welches ist der groBte Schliissel?
@ Welches ist der kleinste Schliissel?

Der kleinste Schlissel ist in der Wurzel.

— Wiederholtes Entfernen des kleinsten Schliissels liefert die Schliissel in aufsteigender
Reihenfolge.

Konnen wir die Wurzel aus einem Heap effizient entfernen?
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Entfernen der Wurzel — extract-min

@ Ersetze den Schliissel der Wurzel durch den Schliissel des letzten Knoten
@ Losche den letzten Knoten
© Jetzt ist die Heap-Eigenschaft verletzt

@ Lasse den Schliissel in der Wurzel hinuntersinken.
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final int bubble_down(int i) {

int j;

while(true) {
if(2xi+2>size() || less(2xi+1,2%i+2))j=2xi+1;
else j=2xi+ 2;
if (j > size() || less(i,j)) break;
swap(i,J);
=

}

return i;

}




