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Dynamische Programmierung: Einordnung

> Konzept zur Algorithmenentwicklung
» Effiziente Ldsung bestimmter Klassen von Optimierungsproblemen
» Effiziente Strukturierung — geeignete Datenstrukturen
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Dynamische Programmierung: Konzept

Generelles Konzept der dynamischen Programmierung:
» teile Problem in Teilprobleme auf,
> |ose Teilprobleme und speichere die Ergebnisse,

> kombiniere Ergebnisse der Teilprobleme zur Ldsung des Problems

Richard Bellman 1957:
» dynamisch: sequentiell

» Programmierung: Optimierungsproblem mit Einschrankungen
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Dynamische Programmierung: Grundlagen

> Voraussetzung zur Anwendung der dynamischen Programmierung:

» Aufteilbarkeit eines Problems der GroRe N in
Teilprobleme kleinerer Groflen 1,... . N —1
— Bellmansches Optimalitatsprinzip

> Ldsung eines Problems der GroRe N:

> setzt Losungen der Teilprobleme der GroRen 1,..., N — 1 voraus,
Losungen liegen in einer Tabelle vor

Teilldsungen kdnnen unterschiedlich zusammengesetzt werden:
(mindestens) eine dieser Moglichkeiten stellt die optimale Lésung dar
nach dieser optimalen Lésung wird systematisch gesucht

vV vy vy

» Effiziente Vermeidung von Redundanz:

» Dynamische Programmierung ist dann vorteilhaft, wenn
Teilldsungen “liberlappen”, d.h. Teillésungen fiir die Lésung
mehrerer grolerer Teilprobleme bendtigt werden

» Speicherung in Tabelle vermeidet redundante Neuberechnungen
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Dynamische Programmierung: Algorithmusentwicklung

» Entwicklung eines Algorithmus auf Basis dynamischer Programmierung:

1. Charakterisierung des Losungsraums und der
Struktur der angestrebten optimalen Lésung

2. Rekursive Zerlegung der optimalen Lésung in Teilldsungen
(und deren zugeordnete Werte)

3. Konzeption des Algorithmus:

> Vorgehensweise Bottom-up, so, dass

> Teilldsungen nach aufsteigender GréBe n=1,... N
erstellt/gespeichert werden,

> und bei der Bestimmung einer hdheren Teilldsung n die
jeweils notwendigen Teillésungen 1,...,n — 1 bereits vorliegen
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Beispiel: kiirzester Pfad

Informatik-
" Zentrum

(Daten von OpenStreetMap. Verdffentlicht unter onL)

> Problem: Kiirzester FuBweg vom Informatikzentrum zum SuperC
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Beispiel: kiirzester Pfad

» Konstruktion des Beispiels:

» Bestimmte Menge an Teilstrecken

. . AT M=
> Teilstrecken werden nur von links nach rechts/in 6stlicher ER
Richtung verfolgt — gerichteter Graph ohne Zykel L
DA
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Beispiel: kiirzester Pfad

8 7
St@t @. 6 Ziel
® 2 4 .
1
4 ) ) > E@
RN

@Knotennr. @ 5
d(n,n') Streckenlange zwischen 2 [
unmittelbar verknupften Knoten @

» Teillésungen: optimale Teilstrecken vom Start bis zum Knoten n
» Hilfsfunktion: optimale Teilstreckenldnge D(n) zum Knoten n
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Beispiel: Formalisiert

> Darstellung des Problems als gerichteten, azyklischen Graphen
» Strecke von Knoten n’ zu Knoten n: d(n, n’)
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung

» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3
Knoten n = 0: Randbedingung: D(0) =0

B(m=min (D(m)+d(n,n))

> Rekursive Berechnung: \ '

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3

Knoten n=1 D(m=min (B(n)+d(n,n))

> Rekursive Berechnung:

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3

Knoten n =2 D(m=min (B(n)+d(n,n))

> Rekursive Berechnung:

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3

Knoten n =3 D(?):mni“ Em)*dn.m)

> Rekursive Berechnung:

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

3
@ ?
6
3 5
) 7
2 4

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in

topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3
Knoten n = 4 / D=min (B(ny+d(n.n0)

> Rekursive Berechnung: \ '

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in

topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3
Knoten n =5 / D=min (B(ny+d(n.n0)

> Rekursive Berechnung: \ '

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in

topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3
Knoten n =6 / D=min (B(ny+d(n.n0)

> Rekursive Berechnung: \ '

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3

Knoten n =7 D(?):"‘ni“ Em)*dn.m)

> Rekursive Berechnung:

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

» Durchfiihrung der dynamischen Programmierung
» Bestimmung optimaler Teilstrecken in
topologisch aufsteigender Reihenfolge: 3

Knoten n =8 D(?):mni” (Bm)+dn.m)

> Rekursive Berechnung:

D(n) = n1|,n (D(n") +d(n,n")) Dydm)

Minimierung iiber Vorgingerknoten n’ von Knoten n
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Beispiel: Dynamische Programmierung

@

» Abschluss: optimaler Pfad.
» Komplexitdt: ~ # Knoten & mittl. # einlaufender Kanten

» Zeit: 13 Schritte
» Speicher: 8 Knoten (nur Pfadldngenberechnung: max. 3 zugleich)
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Beispiel: Dynamische Programmierung

@

2 4

> Beispiel: vereinfachte Form des Single Source Shortest Path Problems

» Wie z.T. in der Literatur diskutiert, wird dieses Problem zwar
mit einem Greedy-Algorithmus optimal geldst, dieser ist in
diesem Fall jedoch nicht effizient [Schoning 2001].

> Eine effiziente Losung liefert der Dijkstra-Algorithmus, der als eine
Umsetzung des Prinzips der dynamischen Programmierung
angesehen werden kann [Schoning 2001].
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Dynamische Programmierung gegen Teilen & Herrschen
Grundidee: Sukzessive Aufteilung eines Problems in Teilprobleme

Dynamische Programmierung: Bottom-Up-Methode
» Konzertierte Losung der Teilprobleme
» Beriicksichtigung von Redundanzen:
Teilprobleme werden jeweils einmalig geldst und tabelliert
> Ablauf der Berechnung als Graph darstellbar:
unterschiedliche héhere Teilprobleme greifen
auf gleiche Teilldsungen zu

Teilen und Herrschen: Top-Down-Methode
» Separate Losung der Teilprobleme (rekursiv)
» Keine Beriicksichtigung von Redundanzen:
Teilprobleme kdnnen auf gemeinsamen Teilproblemen beruhen
deren ggf. schon erfolgte Losung nicht ausgenutzt wird
» Ablauf der Berechnung als Baumstruktur darstellbar:
Teilprobleme werden unabhingig voneinander geldst
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

> Notation/Darstellung wie gehabt: Teilstrecken D(n)
> Randbedingung am Startknoten: D(0) =0

» Bestimmung optimaler Teilstrecken nun 3 ‘
rekursiv beginnend bei Endknoten n = 8 / Pz (B+am)

D(n) = min (D(n') +d(m )

L. . D(n')+d(n,n’)
Minimierung am Knoten n ruft rekursiv

Losungen D(n') an Vorgingerknoten auf
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
0

O—-Q) :

> Beginnend mit Endknoten n = 8: rekursiver Abruf von Lésungen fiir Teilprobleme
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

> Beginnend mit Endknoten n = 8: rekursiver Abruf von Lésungen fiir Teilprobleme

Schliiter: Dynamische Programmierung 15 7. Mai 2019



Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

3
——@

D(n)+d(n,n)

> Beginnend mit Endknoten n = 8: rekursiver Abruf von Lésungen fiir Teilprobleme:

> Erreicht Ablauf Startknoten, kann Berechnung beginnen,
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

T ®

D(n)+d(n,n)

> Beginnend mit Endknoten n = 8: rekursiver Abruf von Lésungen fiir Teilprobleme:
> Erreicht Ablauf Startknoten, kann Berechnung beginnen,

> und Ergebnisse zu hdheren Teilproblemen weitergereicht
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

11
0
O——@ ®
0
@

Bm=min (D(n)+d(n,n))

D(n)+d(n,n)
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
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0 o/
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

11
11
3
/ D()=min (D(n)+d(n,n))
D(n") n 6

D(n")+d(n,n")

> Konsequenz der Rekursion:
sukzessive Aufspaltung des Graphen
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

11
11
6
4
7
3
6 / D(m)=min (D(n)+d(n.n))
D(n") n 6
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

Bm=min (D(n)+d(n.n))

D(m)+d(n,n)

Konsequenz der Rekursion:

0
4 9 sukzessive Aufspaltung des Graphen:

> fiihrt zu Baumstruktur
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

Bm=min (D(n)+d(n.n))

D(m)+d(n,n)

OTO@
® ©
/

Konsequenz der Rekursion:
sukzessive Aufspaltung des Graphen

©
()

> fiihrt zu Baumstruktur
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

11
11
®
3
/ D(U):mli,” (D(n’)+d(n,n"))
D(n") n 6

D(n")+d(n,n")

o@o
I

» Unstrukturierter Ablauf — Asynchronitt:

©
()
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

Bm=min (D(n)+d(n.n))

D(n")+d(n,n")

» Unstrukturierter Ablauf — Asynchronitt:

@o
® O O

> Teilprobleme warten auf Vorganger
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

Bm=min (D(n)+d(n.n))

NI

D(n")+d(n,n")

» Unstrukturierter Ablauf — Asynchronitt:

0
4
9 > Teilprobleme warten auf Vorganger
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...

...oder wie man DP nicht implementieren sollte
11

Bm=min (D(n)+d(n.n))

D(n") 5
®
D(m)+d(n,n)
4 » Unstrukturierter Ablauf — Asynchronitt:
4
4 '@ > Teilprobleme warten auf Vorganger
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

> Optimales Ergebnis
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Beispiel: Teilen und Herrschen - Top-Down...
...oder wie man DP nicht implementieren sollte

» Optimales Ergebnis: optimaler Pfad

> Problem: Redundanz, Komplexitdt (Baumstruktur):
# Knoten x mittl. # einlaufende Kanten: 21 Schritte
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Dynamische Programmierung

Lésung der dynamischen Programmierung:
» Rekursiv: naive Implementierung — nicht zeiteffizient

» Rekursiv: Memorieren, Tabellierung von Zwischenergebnissen
— Zeiteffizienz: Vergewissern Sie sich

» lterativ: Tabellierung und kontrollierter Ablauf — effizient
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Anwendung DP auf Editierdistanz

Approximatives String-Matching
> Motivation:
» Fehlerratenberechnung in der automatischen Spracherkennung
» Tippfehler-tolerantes String-Matching
» DNA-Sequenzierung
» Editierdistanz (Levenshtein Distanz):

» Minimale Anzahl an elementaren Operationen, um eine
Symbolfolge in eine andere Symbolfolge umzuwandeln
» Elementare Editieroperationen:

» Streichungen
» Einfiigungen
> Ersetzungen

» Kosten pro elementarer Editieroperation: 1

» Randbedingungen:

» Kontinuitit: kein Uberspringen von Symbolen
» Zuordnung allein iiber Editieroperationen

» Monotonie der Symbolsequenzen
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Editierdistanz: Beispiel und Definition

Beispiel: Vergleich der Worter “Buchen” und “Furche”

Lineare Zuordnung: Optimale Zuordnung:

c F u o h e
R S D O B | ey
B u ¢ h ¢ h e n

e n B wu

» Anzahl Editieroperationen: 5 » Anzahl Editieroperationen: 3

Ziel:

» Zuordnung mit minimaler Anzahl Editieroperationen

Streichungen, Einfiigungen und Ersetzungen sollen gleiche Kosten haben:

Kosten = Anzahl Editieroperationen

= Streichungen + Einfiigungen + Ersetzungen
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Editierdistanz: Formalisierung

> Gegeben:
Quellsymbolfolge: yi...ys...ys (zu editieren)
Zielsymbolfolge:  x1...xt...x7 (zu erzielen)

» Diagramm zur Darstellung unterschiedlicher Anpassungen:

O O O
s O
O O
t
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Editierdistanz: Beispiel

n O O Entfernung
e (@] (@]
N
&
2 h o) o)
o
[0}
2
gc| O O
]
u (@] (@] (@]
Einflgung
B O O O O O O
Ersetzung
O O O O O O

F u r c h e
Zielsequenz
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Editierdistanz: DP-Hilfsfunktion

» Definition lokaler Kostenfunktion:

1 falls t =t +1und s=5s" (Einfiigung)
d(t,s t,s) = 1 fallst =t und s=s"+1 (Entfernung)
S =Y 1 Oxy. fallst=1t unds=5¢ (Ersetzung/korrekt)
0o sonst
mit der Kronecker-Deltafunktion dy,, = { 1 x=y
’ 0 sonst
. . . . Einfligung
» Definition einer Hilfsfunktion:
D(t,s): Editierdistanz zw. x; und y;j s
80
N 5
D(t,s) = N,T}',Qg;; d(tn, Sn, ta1,5n-1) 3
ty=t c
SN=S L
Randbedingungen: to =0, so =0 s—1
(im Folgenden nicht genannt) i .
t—1 t

> GesamtlGsung ergibt sich

Erlaubte Schritte bei der Zuord
fiir t=T und s=5: D(T, S) rlaubte Schritte bei der Zuordnung
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Editierdistanz: Herleitung DP-Rekursion

D(t,s) = mm E d(tn, Sn, th—1,5n—1)
Nt ,s :
=t "=t
SN=s

N—1
= min (Zd(tn,sn,tn 1, Sn—1) +d(tn, Sy, tn—1, SN— 1))
N, N =t =s =7 =c

stg »So
ty=t
sy=5

n=1

keine Abhangigkeit von ty, sy

’ Substitutionen: N' =N — 1, 7 = ty_1 = tyr, 0 = Sy—1 = Sp/

NI
= min( / Zd tn, Sn, t—1, Sn—1) +d(t,s, 7,0 ))
N’ to 150

T,0 N

’ ©on=1
tyy =T
syr=o

=D(7,0)
= min (D(T, o) +d(t,s, T, (7))

= 5:2:2A (D(t—5t75—65)+d(t,5,t_5t,5_55))

| mit der Menge an méglichen Schritten A = {(0,1),(1,0),(1,1)}
= min{D(t—1,s)+1, D(t,s—1)+1, D(t—1,5s = 1) +1—0y,.}

Schliiter: Dynamische Programmierung 25 7. Mai 2019



Herleitung Rekursion Dynamische Programmierung Editierdistanz:

Hilfsfunktion: Editierdistanz zwischen Teilfolgen x;und 7/4‘

D(+,¢9)= i S AL s R

YRIHIE
£t ors

separiere letzten Summanden fur n=N:

ATIrE ,
{ﬂ=£,c = _ ‘ n h

.

= L, g (7{
N / M'CA /éhvgh‘{“ lrw )'—f OY[VL )/V} /l/v S 4>>
SW/l*‘/d"\'Uh'Lh’ /V,”/l/\ﬂ7 ‘é/y =r=< LN ,cﬂl,\‘:rb_f

= Wdy | ke fa

) ]
T\ %” ST w4

4 d[ﬁ; Y g)

\.)g‘n) M=) L, 4

Q .Fq/\ SN



Editierdistanz: Durchfiihrung Dynamische Programmierung

Einfiigung
D(t—1,s) +1 D(t,s)

» Rekursion: s |

D(t,s) = min{D(t—1,s)+1,D(t,s—1)+1,
D(t—1,5—1)+ (1 = 0x,ys)}
14+ min{D(t—1,5 —1) — 6y, s,
D(t—1,s),D(t,s — 1)} s — 14

fir0<t<T, 0<s§5mit6x,y:{ (1) j:iéy
=Yy
> Initialisierung:
» D(0,0) = 0 (Startpunkt vor Beginn beider Symbolfolgen)
» D(0,s) = s mit s € [1, 5] (anfangliche Folge von Streichungen)
» D(t,0) =t mit t € [1, T] (anfangliche Folge von Einfiigungen)
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Editierdistanz: DP-Algorithmus

Array D(1:T, 1:S)
for s=0,..,S
D(0,s)=s
for t=1,.., T
D(t,0)=t
for s=1,..,S
D(t,s) = i (D(t — b¢,5 — 6s) + d(t,s,t — 6,5 — s))

> Komplexitdt: T - S (Zeit & Speicher)
» Speicherkomplexitdt ohne Bestimmung der Zuordnung: min{T,S}

» Backpointer speichert lokale Entscheidungen der Rekursion:

B(t,s) = arg (étgsi)neA (D(t—0¢,5—6s)+d(t, s, t— 0,5 —5s))

» erlaubt Zuriickverfolgung der optimalen Editierfolge
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Reihenfolge der Abarbeitung und Speicherbedarf bei der Berechnung der Editierdistanz:

> Speicherbedarf flr verschiedene Abfolgen der
Berechnung der Hilfsfunktion, wenn nur die
Editierdistanz berechnet werden soll, nicht
jedoch die optimale Zuordnung:

Rot: Iteration synchron in t: Speicherbedarf O(S),
da fur die Berechnung einer Spalte allein die
direkt vorhergehende Spalte benotigt wird

Blau: Iteration synchron in s: Speicherbedarf O(T),
da fur die Berechnung einer Zeile allein die
direkt vorhergehende Zeile benotigt wird

Grun: Iteration gemischt: Speicherbedarf O(T+5S)

A4
—

lllustration zur Verwendung von Backpointern:

Jeder Gitterpunkt (t,s) hat einen eindeutigen besten Vorganger
aus der Anwendung der Rekursionsgleich der dynamischen Programmierung.

0 0——0™—0 @< Anhand der Backpointer lasst sich die Zuordnung
l/ JJ mit der minimalen Anzahl an Editoperationen
0

0 0 0 zurlckverfolgen.
b ) D“/E—

S
|

0<—0

A\
p—




Dynamische Programmierung: Anwendungen

Beispiele fiir die Anwendung dynamischer Programmierung:

» Triangulation von Polygonen

v

Matrizen-Kettenmultiplikation

v

Cocke-Younger-Kasami Parsing:

» Wortproblem bei kontextfreien Sprachen

v

Rucksackproblem

v

Traveling Salesman Problem:
» DP-Strukturierung: Kardinalitdten der Mengen
schon besuchter Orte
» Hilfsfunktion: Funktion der Menge schon
besuchter Orte und des letzten erreichten Ortes
» Komplexitit kombinatorisch O(N!) — DP: O(N22N)
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Dynamische Programmierung: Zusammenfassung

v

Konzept zur Algorithmenentwicklung:

v

Optimierungsprobleme

v

Sukzessiv zerlegbar in Teilprobleme

v

Ausnutzung/Vermeidung von Redundanz

v

Strukturiertes Vorgehen

Quelle: U. Schéning: Algorithmik, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg - Berlin, 2001.
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