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1 Einleitung

Es gibt viele Datenstrukturen, bei deren Komplexitéitsanalyse das Problem auf-
taucht, dass die Ausfithrung mancher Operationen Einfluss auf die Komplexitét
der folgenden Operationen hat (die gleiche oder eine andere). Eine Einfiige-
Operation in einem (a,b)-Baum kann zum Beispiel sehr viele Split-Operationen
verursachen, dies hat den erwiinschten Nebeneffekt, dass die folgenden Opera-
tionen sehr wahrscheinlich eine niedrigere Komplexitit haben werden.

In einigen Féllen ist es Sinnvoll nicht den Worstcase von einzelnen Operatio-
nen, sondern die Laufzeit von einer Folge von Operationen zu betrachten. Ein
Werkzeug fiir solche Félle ist die amortisierte Analyse.

2 Amortisierte Analyse

Die Idee der amortisierten Analyse ist es, zeitintensive Operationen gegen weni-
ger zeitintensive Operationen aufzuwiegen. Unter Umsténden kann dieses Auf-
wiegen dann in eine schérfere Laufzeitabschitzung resultieren.

2.1 Die Bankkontomethode

Die Idee hinter der Bankkontomehode ist sehr einfach: Bei den Operationen die
nicht so viel Zeit benétigen, stellen wir uns vor, dass sie mehr Zeit beanspruchen
wiirden. Die Zeit, welche wir nicht gebraucht haben, speichern wir als Riicklage
auf einem Konto. Wenn also spéter eine Operation durchgefithrt wird, die langer
braucht, so ,,génnen* wir uns aufgesparte Zeit vom Konto. Dies ist Zeit die wir
fiir die Komplexitét berechnet aber nicht wirklich gebraucht haben.

Diese Methode ist intuitiv leicht zu fassen, nur ist sie in dieser Form mathe-
matisch zu ungenau. Eine genauere Formulierung (und damit ein Werkzeug fiir
den formalen Beweis!) kann mit Hilfe der Potentialfunktion geschehen.

2.2 Die Potenzialfunktionmethode

Ziel dieser Methode ist es, eine sogenannte Potenzialfunktion ®(7) zu finden,
welche einer Datenstruktur zum Zeitpunkt ¢ einen bestimmten Wert (ein Po-
tenzial) zuordnet. Jede Operation {Oq,..., O} hat einen (evtl. vom Zeitpunkt
abhéngigen) Aufwand {T1,...,T)}. Man versucht nun die Potenzialfunktion so
zu wihlen, dass man fiir jede Operation die reellen Kosten t;, welche die



Operation im i-ten Schritt verursacht, gegen eine amortisierte Schranke a; ab-
zuschétzen:

ti+ @) —e(i—1)<aq

Dabei ist ®(i) — ®(i — 1) die Anderung des Potenzials der Datenstruktur:
®(i — 1) ist der Kontostand vor und ®(¢) nach dem jetzigen Schritt. Wenn also
O (1) — ®(i— 1) negativ ist, wurde etwas aus dem Konto genommen, sonst wurde
zum Konto hizugefiigt.

Nachdem man fiir alle méglichen k£ Operationen nun amortisierte Kosten-

schranken aq,...,a; gefunden hat, kann man sich Gedanken iiber die Kosten
von n gemischten Operationen machen:
Sei hierzu A das maximum von aq, ..., a,.

n

S ti+26) - 23i—1)=dn)-2O0)+ >t  <» a;<n-A
i=1 i=1 i=1
Gesamtkosten

Diese Abschétzung gilt natiirlich nur wenn ®(0) = 0 und ®(n) — ®(0) > 0:
Am Anfang muss das Konto leer sein da wir nur was auf dem Konto hinzufiigen
diirfen wenn dadurch eine Operation teurer wird. Am Ende darf der Kontostand
nicht negativ sein, da wir nicht mehr als wir hinzugefiigt haben abziehen diirfen.

Was hier geschieht ist, dass der Aufwand von komplexen Operationen auf
einfachere Operationen abgewilzt wird. Wir addieren also zu den schnellen Ope-
rationen etwas hinzu wéahrend wir von den langsamen etwas subtrahieren mit
dem Ziel zu einer glatteren Schranke zu kommen. Mit anderen Worten wird der
je nach Operation stark schwankende Aufwand durch die amortisierten Kosten
a; abgeschétzt.

Zentrales Problem ist natiirlich die Potenzialfunktion. Nur wie findet man
sie? Ein paar Tipps:

e Die Potenzialfunktion ist abhingig von i. Das bedeutet aber nicht, dass
die Zahl 7 in der Funktion vorkommen muss. Das Argument ¢ symbolisiert
lediglich die wievielte Operation gerade betrachtet wird. Als Grundlage
der Potenzialfunktion dienen alle Werte die sich aus dem Zeitpunkt i ab-
leiten oder schitzen lassen, so wie z.B.: Wie viele Schritte schon gemacht
wurden, wie viele Elemente eingefiigt wurden, die Hohe eines Baumes,
Anzahl der Rotationen seit dem letzten Einfiigen, etc.

e Es ist oft niitzlich, dass in der Beschreibung der Potenzialfunktion das
Wort ,seit* auftaucht, vor allem in Datenstrukturen, in denen sich be-
stimmte Vorgénge wiederholen.

e Es ist also prinzipiell eine gute Idee zu beobachten, wann in der Daten-
struktur etwas besonderes geschieht und dieses dann durch die Potenzial-
funktion mit der Anzahl der Operationen oder dem Zustand der Daten-
struktur an einem bestimmten Zeitpunkt in Verbindung zu bringen.

e Die Potenzialfunktion addiert normalerweise ein Bisschen zu ,,schnellen®
Operationen und subtrahiert viel von ,langsamen“. Wobei hier ,,viel“ und
,,Bisschen* zu definieren ist.



e Ein Indiz fiir eine richtige Potenzialfunktion ist, dass die Potentialdifferenz
fiir die aufwendigen Operationen negativ, fiir die giinstigen positiv (oder
Null) wird.

3 Beispiele

3.1 Binidr Baum mit lazy-insert

Wir betrachten die folgende Datenstruktur: Einen bindren Baum und eine Queue.
Anstatt die Elemente in den Baum direkt einzufiigen, fiigen wir sie (in konstan-
ter Zeit) in die Queue ein. Suchen und 16schen fithren wir auf dem Baum aus,
dabei miissen wir allerdings die Elemente in der Queue beachten. Sollte diese
nicht leer sein Fiigen wir jedes element aus der Queue in den Baum ein. Der letz-
te Schritt hat eine Worstcase Laufzeit von O(n -logn), somit hétten n beliebige
Operationen eine Worstcase Laufzeit von O(n?-log n). Da dieser teure Fall aber
nicht oft auftreten kann wollen wir uns der amortisierten Analyse bedienen.
Suchen wir zunéchst die Potenzialfunktion. Wenn man die Datenstruktur
niher betrachtet, sieht man, dass nach einer langsamen Operation (Suchen oder
Loschen) die Queue wieder die Liange 0 hat. Wir sollten versuchen, dass bei die-
sen langsamen Operationen durch die Addition von ®(i)—®(i—1) viel abgezogen
wird, um somit die amortisierten Kosten der langsamen Operationen nach unten
zu driicken. Man sieht, dass die Linge der Queue zum Zeitpunkt ¢ — 1 (vorher)
grofl und zum Zeitpunkt ¢ (nachher) wieder 0 ist, da eine solche Operation die
Queue leert. Wir folgern: Die gréfle der Queue sollte in die Potenzialfunktion
mit einflielen. Versuchen wir einmal als Ansatz folgende Potenzialfunktion:

‘I)(Z) =cC- lz . logni

Hier ist I; die Linge der Queue, n; die Anzahl der Elemente in der Daten-
struktur und c eine geeignete Konstante (diese dient als Hilfe um Arithmetik
in der O-Notation betreiben zu konnen). Jetzt konnen wir die amortisierten
Kosten fiir das Suchen und Loschen in der Datenstruktur abschétzen:

Suchen / Loéschen  Queue — Baum

— ——
O(logn;) + O(l;—1 -logn;) +¢-0-logn; —c-l;—1 - log(n;—1) = O(logn;)

reelle Kosten @ (i)=0 o(i—1)

Hier zeigt sich der Grund fiir die Wahl des Logarithmus in der Potenzialfunk-
tion: Sie kann mit den reellen Kosten (in denen eben ein Logarithmus zu finden
ist) verrechnet werden. Der O-Term in der Ungleichung lisst sich mit geeigneter
Wahl fiir ¢ nun ebenfalls abschétzen (Das wéhlbare c ist eigentlich auch in der O-
Klasse versteckt, allerdings schreibt man es hier bekanntlich nicht mit hin). Das
ist bisher ein sehr gutes Ergebnis. Wir haben die Operationen mit der hochsten
Komplexitidt und einem geniigend grofiem ¢ durch O(logn) abgeschétzt. Bleibt
zu priifen, was beim Einfiigen passiert:



Einfiigen
~ =
0(1) +c-l;-logn; —c-l;—1 log(nl — 1) = O(]Og?’bl)

———
reelle Kosten D(7) @(i—1)

Da n; < n gilt kann man jeden Term mit O(logn) abschétzen, wenn das ¢
entsprechend gew#hlt wird. Fiir die Kosten von n gemischten Operationen folgt
dann:

it,’ S@(n)—®(0)+iti§ia,’:nwO(logn)
i=1 i=1 i=1

——
Gesamtkosten

Damit ist gezeigt, dass bei der Datenstruktur n gemischte Operationen eine
Komplexitit von O(nlogn) haben und eine Operation im amortisierten Mittel
eine Komplexitét von O(logn) besitzt.

Uberlegen wir kurz, was passiert wire, wenn wir eine andere (groBere) Po-
tenzialfunktion gewihlt hatten, etwa

Dann gilt fiir das Suchen und Loschen:

Suchen / Loschen Queue — Baum

—— —_—~
O(log nz) + O(li_l . 1ognl) +c-0-n;—c-l;_1-ni_1 <0

reelle Kosten (i)=0 d(i—1)

Allerdings funktioniert diese Funktion nicht fiir das Einfiigen:

O)+c-l-nj—c-(li—1)-(n; —1) =Q(ny)
Also war diese zweite Potenzialfunktion wirklich ,,zu grof3“.

3.2 Stacks mit Multipop

Jetzt betrachten wir einen Stack mit den Operationen Push und Pop. Erweitert
wird die bekannte Datenstruktur mit der Funktion Multipop(k), welche die
obersten k£ Elemente vom Stack entfernt, also prinzipiell so wirkt wie ein k-
maliger Aufruf von Pop.

Die langsame (und somit teure) Operation ist in dieser Datenstruktur das
Multipop, also wollen wir iiberlegen, wie wir die amortisierten Kosten dafiir
reduzieren konnen. Wir sehen direkt, dass sich die Anzahl der Elemente bei
einem Multipop im Vergleich zu den anderen Operationen stark verringert.
Demzufolge sollten wir als Ansatz fiir die Potenzialfunktion die Anzahl der
Elemente auf dem Stack wihlen, also:



D(i)=c-s;

Wobei s; die grofle des Stacks zum Zeitpunkt ¢ ist und ¢ eine geeignete
Konstante. Wir definieren uns tpysh; tpop und multipop (k) als die reellen Kos-
ten von den Operationen Push, Pop und Multipop (k). Probieren wir mal eine
amortisierte Schranke zu finden, falls Push die Operation im i-ten Schritt ist:

tpush+¢)(i)_¢)(i_1):O(l)-i-C'Si—C'(Si—l):O(l)
- —

=c'8;  =c(s;—1)

Die amortisierten Kosten fiir ein Push sind also konstant. Jetzt widmen wir
uns dem Fall, das Pop die i-te Operation ist:

tpop + @(1) —P(1 —1) =O(1) +c-5;,—c-(s; +1) <0
~—  ——
=c'si  =c(s;+1)

Wichtig ist zu beobachten, dass sich die Anzahl der Elemente s; auf dem
Stack mit einem Push vergrofiert und mit einem Pop verkleinert!

Die letzte Operation die wir uns anschauen miissen ist das Multipop (k).
Hier werden k Elemente vom Stack entfernt. Falls sich weniger Elemente auf dem
Stack befinden (s; < k) als geloscht werden sollen, terminiert die Funktion wenn
der Stack leer ist, also nach s; Schritten. Da im Zweifelsfall also der Aufwand fiir
Multipop (k) geringer wird, konnen wir davon ausgehen das genug Elemente auf
dem Stack sind (wir suchen ja schlieBlich nach einem Worstcase). Uberpriifen
wir also die amortisierte Schranke fiir Multipop (k):

tmultipop(k) + (I)(Z) — (P(’L — 1) = O(k’) +c- -8, —cC- (Si + k) S 0
N =

=c-S; :C(Sz-'rk)

Jetzt wissen wir, dass wir alle moglichen Operationen zu jedem moglichen
Zeitpunkt durch die amortisierte obere Schranke a; < O(1) abschétzen kénnen.
Also gilt fiir eine Folge von n gemischten Operationen:

Yt <2(n) —<I>(0)+iti < iai < iO(l) = O(n)

i ——
=1 >0
Gesamtkosten

Wichtig ist wie immer, dass ®(0) = 0 ist! und zusitzlich fiir alle n € N gilt
®(n) > ®(0), denn sonst wiirde die letzte Abschéitzung nicht funktionieren. Wir
haben also mit Hilfe einer amortisierten Analyse gezeigt, dass eine Operation auf
einem solchen Stack durch die mittleren Kosten in Héhe von O(1) beschrénkt
ist.

1Wir gehen davon aus, dass wir mit einem leeren Stack beginnen.



