Wir betrachten das folgende Erfiillbarkeitsproblem:

PARTITION INTO FORESTS
Fingabe: FEin Graph G, eine Zahl k£ € N
Problem: Konnen die Knoten von G in k& Mengen Vi, ...,V

partitioniert werden, so dass jeweils G[V;] fir 1 <
1 < k ein Wald ist?

Es ist schnell ersichtlich, dass dieses Problem in NP liegt: als Zertifi-
kat dient schlicht die Partition—die obigen Eigenschaften konnen leicht in
polynomieller Zeit iiberpriift werden. Um nun NP-Schwere (und somit NP-
Vollsténdigkeit) zu zeigen, wollen wir das Problem COLORING auf PARTITI-
ON INTO FORESTS reduzieren, wir zeigen also, dass

COLORING <, PARTITION INTO FORESTS

Dazu betrachte man folgende Formulierung von COLORING (die Uber-
priifung der Aquivalenz zu der schon bekannten Formulierung sei dem Leser
iiberlassen )

COLORING

FEingabe: Ein Graph G, eine Zahl £k € N

Problem: Konnen die Knoten von G in k Mengen Vi, ..., Vy
partitioniert werden, so dass jeweils V; in G fiir 1 <
t < k eine unabhéngige Menge ist?

So Ausgedriickt weisen die beiden Probleme bereits ein gewissen Ahnlichkeit
auf. Die Reduktion ist entsprechend einfach: aus einer Instanz (G, k), G =
(V, E) von COLORING konstruieren wir eine Instanz (G’, k) von PARTITION
INTO FORESTS wie folgt. Der Graph G’ = (V', E') besteht dabei aus

V=V Uu{v,...,u}
E=FU{vul|l<i<kueV}U{yv |1<i<j<k}

d.h. wir fiigen k neue Knoten zu GG hinzu und verbinden sie mit allen Knoten
das alten Graphen, auflerdem verbinden wir diesen Knoten alle untereinan-
der.

Die Konstruktion dieses Graphen ist offensichtlich in polynomieller Zeit
moglich. Beweisen wir nun, dass diese Reduktion korrekt ist.
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“=7 Sei (G, k) € COLORING, es existiert also eine k-Fiarbung der Kno-
ten mit Farbmengen Vi,...,V,. Die Knoten des Graphen G’, den wir aus
unserer Reduktion erhalten, konnen dann in die Mengen V; = V; U {v;},
1 < i < k partitioniert werden. Da G'[V;] keine Kanten enthélt (es gilt
G[V;] = G'[Vi]) und v; mit allen Knoten V in G’ verbunden ist, folgern wir,
dass G'[V/] ein Stern und damit insbesondere ein Wald ist. Somit sind die
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Mengen V/,...,V/ eine Partition in Wélder in G’ und es folgt (G’ k) €

PARTITION INTO FORESTS. [l
“<” Sei nun (G', k) € PARTITION INTO FORESTS. Es existiert also eine
Partitionierung von V"’ in Mengen VY, ..., V/ so dassjedes V/, 1 <i < kin G

einen Wald induziert. Zunéchst stellen wir fest, dass unsere Partition einfach
in eine Féarbung von G iiberfithrt werden kann, wenn sie folgende Form hat:
V!N {vy,...,u} = v;, d.h. die i-te Menge enthilt von allen Extraknoten nur
den Knoten wv;. Ist dies der Fall, so muss V; \ {v;} in G’ und damit in G
unabhéngig sein, denn v; ist mit allen Knoten aus V' verbunden. Es bleibt zu
zeigen, dass wir aus jeder Losung die nicht diese Form hat eine dquivalente
Losung (d.h. mit < k& Mengen) dieser Form konstruieren konnen. Die erste
wichtige Beobachtung ist, dass |V; N {vy,..., v} < 2 ist, wobei der Fall
V! N {vy,..., 0} = 2 nur dann eintritt, wenn V; C {vy,..., v} ist—jeder
weitere Knoten, den wir zu einer solchen Menge hinzufiigen wollten, wiirde
unweigerlich ein Dreieck mit diesen zwei Knoten bilden.

Betrachten wir zunéichst den Fall, dass eine Menge V/ mit V/N{vq,...,vx} =
() existiert. Da es nur k Mengen V/, ..., V/, und die Knoten {vy,...,v;} alle
in irgendeiner dieser Mengen vorkommen miissen, existiert mindestens eine
Menge V/, i # j mit [V] N {vy,..., v} = 2 (die Menge V/ enthilt ja gerade
keinen dieser Knoten, daher muss eine der andere Mengen fiir diesen Mangel
aufkommen). Dieses Argument funktioniert ebenso in die andere Richtung:
die Existenz einer Menge mit zwei Knoten aus {vy, ..., v} erzwingt die Exis-
tenz einer anderen Menge, die keinen solchen Knoten enthélt.

Sei V}’ = {vg, v} mit 1 < a < b < k. Wir konstruieren zwei neue Men-
gen V", V" wie folgt: da G'[V]] einen Wald induziert, ist dieser Teilgraph
zweifdrbbar. Wir nehmen eine beliebige Zweifarbung AU B = V/” und setzen

V" =AU {v.}
V;-H =BU {Ub}

Da A, B in G’ unabhéngig sind, miissen V;", V" wiederum Sterne und
damit Walder sein. Wir wiederholen diesen Prozess, bis keine Menge in
VY, ...,V (der Einfachheit halber benennen wir die Mengen nach einer sol-
chen Iteration um) mehr vorhanden ist, die weniger oder mehr als einen
Knoten aus {vy, ..., v} enthilt. Damit sind wir fast am Ziel: es fehlt noch,



dass V; N {vy,..., vt} = v; ist—da die Knoten vy, ..., v dquivalent sind und
jede Menge V; genau einen dieser Knoten enthélt, konnen wir dies durch
einfaches Austauschen erreichen. O



