Gegeben sei folgendes Java-Programm P:

(p) (Vorbedingung)

() (Nachbedingung)

a) Als Vorbedingung ¢ fiir das oben aufgefiihrte Programm P gelte n > 0 und als Nach-
bedingung 1) gelte res = Zz;(l) alk]. Vervollstindigen Sie die folgende Verifikation
des Algorithmus, indem Sie die leeren Zeilen durch korrekte Zusicherungen entspre-
chend des Hoare-Kalkiils ergénzen. Hierbei diirfen zwei Zusicherungen nur dann direkt
untereinander stehen, wenn die untere aus der oberen folgt. Hinter einer Programman-
weisung darf nur eine Zusicherung stehen, wenn dies aus einer Regel des Hoare-Kalkiils
folgt.

Hinweise:

e Sie diirfen beliebig viele Zusicherungs-Zeilen ergédnzen oder streichen. In der Mu-
sterlosung werden allerdings genau die angegebenen Zusicherungen benutzt.

e Bedenken Sie, dass die Regeln des Kalkiils syntaktisch sind, weshalb Sie seman-
tische Anderungen (beispielsweise von = + 1 = y + 1 zu & = y) nur unter Zuhil-
fenahme der Konsequenzregeln vornehmen diirfen.
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b) Untersuchen Sie den Algorithmus P auf seine Terminierung. Fiir einen Beweis der
Terminierung miissen folgende Schritte durchgefiihrt werden:
e Angabe einer Variante V'
e Beweis, dass es sich um eine giiltige Variante handelt (B = V > 0)

e Beweis der Reduzierung der Variante mit Hilfe des Hoare-Kalkiils
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Rezept:

1. Uber der Schleife (eine Zeile freilassen) die Vorbedingung und die Zuweisungen vor
der Schleife eintragen

2. Von dieser Zusicherung aus die Zuweisungsregel riickwérts bis zum Anfang des
Programms anwenden:
Zuweisungsregel riickwéarts anwenden: Ersetze alle Vorkommen der linken Seite in
der unteren Zusicherung durch die rechte Seite in der oberen Zusicherung!

3. Priife, ob zweite Zusicherung aus erster folgt (falls nicht, wurde ein Fehler in Schritt
al gemacht und man sollte nochmal von dort anfangen)

4. Finde Schleifeninvariante (Einzige Stelle, wo man wirklich nachdenken muss!)
e Allgemeines Vorgehen: Fiihre Schleife ein paar Mal aus und betrachte, wie sich
Variablenwerte verdndern; versuche Muster zu erkennen

e Heuristik: Ersetze obere Grenze der Schleifenbedingung in Nachbedingung durch
Laufvariable und fiige Bedingung hinzu, die mit negierter Schleifenbedingung
die Gleichheit von Laufvariablen und oberer Grenze impliziert

5. Setze Schleifeninvariante unmittelbar iiber der Schleife und unmittelbar vor Ende
der Schleife ein

6. Erste Zusicherung in der Schleife ist Schleifeninvariante und Schleifenbedingung

7. Erste Zusicherung nach der Schleife ist Schleifeninvariante und negierte Schleifen-
bedingung

8. Priife, ob Schleifeninvariante aus der bisherigen Zusicherung vor der Schleife folgt
(falls nicht, ist die ,,Schleifeninvariante* keine Invariante und man muss eine andere
Schleifeninvariante finden, also zuriick zu Schritt a4)
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10.

11.

Priife, ob Nachbedingung aus vorletzter Zusicherung folgt (falls nicht, ist die Schlei-
feninvariante zu schwach und man muss eine stérkere Schleifeninvariante finden,
also zurtick zu Schritt a4)

Von der letzten Zusicherung innerhalb der Schleife aus (darin steht genau die Schlei-
feninvariante) die Zuweisungsregel riickwérts bis zum Anfang der Schleife anwenden

Priife, ob die zweite Zusicherung innerhalb der Schleife aus der ersten Zusicherung
innerhalb der Schleife folgt (falls nicht, ist die ,,Schleifeninvariante® keine Invariante
und man muss eine andere Schleifeninvariante finden, also zuriick zu Schritt a4)

b) Wir wihlen als Variante V' = n—i. Hiermit lésst sich die Terminierung von P beweisen,
denn fiir die einzige Schleife im Programm (mit Schleifenbedingung B = i < n) gilt:

e B=V>0,denn B&i<nsn—1>0&V >0und

o (n—i=mA1i<n)
n—({1+1) <m)
res = res + ali];
n—(i+1) <m)

i= i+ 1
(n—1i<m)

Rezept:

1.

Falls Laufvariable aufwérts zahlt: Variantenkandidat ist obere Grenze minus Lauf-
variable;

falls Laufvariable abwirts zahlt: Variantenkandidat ist Laufvariable plus untere
Grenze

Schreibe B = V > 0 explizit (!) hin (also ersetze B und V entsprechend) und
priife, ob die Implikation wahr ist

Erste Zusicherung im Hoare-Kalkiil:
(V.=mAB)

Letzte Zusicherung im Hoare-Kalkiil:
(V < m)

Gesamten (!) Programmcode innerhalb der Schleife dazwischen schreiben

Von letzter Zusicherung aus Zuweisungsregel riickwérts anwenden bis zum Anfang
des Schleifenkorpers

Priife, ob zweite Zusicherung aus der ersten folgt (falls nicht, ist die Variante falsch
und man muss mit einer anderen von vorne beginnen)



Gegeben sei folgendes Java-Programm P:

(p) (Vorbedingung)

i=n-1;

() (Nachbedingung)

a) Als Vorbedingung ¢ fiir das oben aufgefiihrte Programm P gelte n > 0 und als Nach-
bedingung ¢ gelte res = II}_ja[k]. Vervollstindigen Sie die folgende Verifikation des
Algorithmus, indem Sie die leeren Zeilen durch korrekte Zusicherungen entsprechend
des Hoare-Kalkiils ergédnzen. Hierbei diirfen zwei Zusicherungen nur dann direkt unter-
einander stehen, wenn die untere aus der oberen folgt. Hinter einer Programmanwei-
sung darf nur eine Zusicherung stehen, wenn dies aus einer Regel des Hoare-Kalkiils
folgt.

Hinweise:

e Sie diirfen beliebig viele Zusicherungs-Zeilen ergédnzen oder streichen. In der Mu-
sterlosung werden allerdings genau die angegebenen Zusicherungen benutzt.

e Bedenken Sie, dass die Regeln des Kalkiils syntaktisch sind, weshalb Sie seman-
tische Anderungen (beispielsweise von = + 1 = y + 1 zu & = y) nur unter Zuhil-
fenahme der Konsequenzregeln vornehmen diirfen.
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b) Untersuchen Sie den Algorithmus P auf seine Terminierung. Fiir einen Beweis der
Terminierung miissen folgende Schritte durchgefiihrt werden:
e Angabe einer Variante V'
e Beweis, dass es sich um eine giiltige Variante handelt (B = V > 0)

e Beweis der Reduzierung der Variante mit Hilfe des Hoare-Kalkiils



Loésungsvorschlag

a) (n>0)
m>0An—1=n—-1A1=1)
i=n-1;
m>0ANi=n—-1A1=1)
res = 1;
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{
while (i >= 0)
(
(res-ali] == ;. jalk] Ai—12>-1)

res = res * al[i]l;

(res =105, jalklAdi—1> 1)
i=1i-1;

(res =1I_; jalk] A1 > —1)

(res =1} iﬂa[k‘] ANi>—1A=(i>0))

(res = IT_La[k])

b) Wir wéhlen als Variante V' = i. Hiermit lésst sich die Terminierung von P beweisen,
denn fiir die einzige Schleife im Programm (mit Schleifenbedingung B = i > 0) gilt:

e B=V>0,denn B&i>04V >0 und

o (i=mAi>0)
(i—1<m)
res = res x alil;
(i—1<m)
i=1-1;

(i <m)



