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Zusammenfassung

Das Lovasz Local Lemma (LLL) ist eine der wichtigsten probabilistischen
Methoden. Es wird angewendet um zu beweisen, dass bestimmte Ereig-
nisse mit einer positiven Wahrscheinlichkeit eintreten kénnen.[7] Da diese
Wahrscheinlichkeit oft sehr klein ist, liefert das LLL keine effizienten Al-
gorithmen. J.Beck hat als erster eine Methode entwickelt, um aus dem
Existenzbeweis der LLL einen Polynomialzeitalgorithmus zu erhalten.[3]
In dieser Arbeit wird das LLL présentiert und an einem Beispiel ange-
wendet. Weiterhin wird Becks Methode anhand des Problems der 2-Farb-
barkeit von Hypergraphen beschrieben und anschlieend eine Verfeinerung
dieser Methode vorgestellt.

1 Einleitung

Probabilistische Methoden bieten die Moglichkeit, die Existenz von Objekten
mit gewissen Eigenschaften zu beweisen, indem fiir ein zufélliges Objekt aus
einer passenden Wahrscheinlichkeitsverteilung, gezeigt wird, dass es mit einer
positiven Wahrscheinlichkeit auftreten kann. Bei vielen Anwendungen kann man
feststellen, dass diese Wahrscheinlichkeit sehr hoch ist. In diesen Féllen liefert
der Beweis auch einen effizienten randomisierten Algorithmus, um dieses Objekt
aufzubauen. [1]

Bei einigen Anwendungen kann man die Existenz seltener kombinatorischer
Strukturen beweisen. Diese Strukturen treten mit einer positiven, jedoch sehr
kleinen, Wahrscheinlichkeit auf. In diesen Féllen liefert der Beweis keinen effi-
zienten, randomisierten oder deterministischen Algorithmus. [3]

Eines der wichtigsten Verfahren dieser Art ist das Lovasz Local Lemma (LLL),
ein Verfahren um die Existenz seltener Objekte zu beweisen.[7] Beck entwickelte
als erster eine Methode, um einige dieser Existenzbeweise in Polynomialzeital-
gorithmen umzuformen. Allerdings kann diese Methode nur auf die einfache,
symmetrische Variante des LLL angewendet werden.[3]

In dieser Arbeit wird das LLL zusammen mit seinem Korollar und seiner sym-
metrischen Form vorgestellt. Um die Stérke des LLL zu zeigen, wird die Exi-
stenz eines kantendisjunkten Pfades in einem Netzwerk mit Hilfe des Korollars
bewiesen. Weiterhin wird Becks Algorithmus vorgestellt, und zwar anhand des



Problems der 2-Férbbarkeit von Hypergraphen. Anschlielend wird das Lopsided
LLL vorgestellt, das die Einschrankungen des LLL entspannt.

2 Das Lovasz Local Lemma

Sei A eine Menge von Ereignissen A = {41, Ag, ..., 4,} mit Pr[4;] = % Falls
Ay, Ao, ..., A, gegenseitig unabhéingig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass
keines dieser Ereignisse eintritt

Das Lovasz Local Lemma verallgemeinert die Berechnung dieser Wahrschein-
lichkeit fiir den Fall, in dem die gegenseitige Unabhéngigkeit der Ereignisse li-
mitiert ist, d.h. A; gegenseitig unabhéngig zu A\(A4;UD;) fir jedes i € {1, ...,n}
ist, wobei D; C A. [8]

Ein Abhéngigkeitsgraph fiir die Ereignisse A1, Ag, ..., A, ist ein Graph G=(V,E)
mit der Knotenmenge V={1,...,n} und die Kantenmenge E. Falls A; und A;
voneinander abhéngige Ereignisse sind, so ist (i, ) € E. [6]

Lovasz Local Lemma. Seien Ay, Ao, ..., Ay, Ereignisse eines Wahrscheinlich-
keitsraumes und G = (V, E) ein Abhingigkeitsgraph fir diese Ereignisse. Ange-
nommen es gibt reelle Zahlen {x1,...,xzy} € [0,1] so dass fir alle i € {1,...,n}
folgendes gilt:[6]

dann gilt:
(1 — i) (1)

Beweis. Sei S eine Untermenge der Indizes {1,...,n}. Wir fithren den Beweis
durch Induktion nach k = |S|. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes ¢ gilt [8]:

Pr(A; | () 4] < = (2)
jes
weil dann folgendes gilt:
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Pr( A =] Prid: | (4] =[]0 — )
i=0 i=1 j=1 i=1

Fiir S =0, also k = 0, gilt die Gleichung 2 [6]:

Prid) <z [ (1—=j) <
(i,9)EF



Zum Induktionsschritt sei jetzt S; = {j € S| (4,7) € E} und Sy = S\S;. Falls
Sy = S, so ist A; unbhéngig von allen Ereignissen in S [8]:

PrA; | () 4)] = PrlAi] < a;
jES

Wir setzen den Beweis fort, fiir den Fall |S2| < k . Nach der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit gilt [6]:

_ PriA; N (e
Pl fAr = z[am;’f] ]
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Wenn wir den gemeinsamen Faktor kiirzen, erhalten wir [6]:

A | ﬂ A PTA mﬂjeslA |nm€527 ] (3)
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Weiterhin gilt folgendes fiir den Zéhler in der Gleichung 3 [8]:
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da A; gegenseitig unabhingig von So ist. Fiir den Nenner der Gleichung 3
nehmen wir an, dass S; = {ji, ..., jr}. Falls r=0, dann ist der Nenner 1; falls
r > 0, setzen wir die Induktionsvoraussetzung ein [8]:

PriA; 004 | (| Anl = 1=Prl4; | () A
meSa meSa
(1= Pr[4; [A; n..nd; m An)
meSsa
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Wenn wir die obere Schranke des Zahlers mit der unteren Schranke des Nenners
zusammenfassen, so erhalten wir [8]:

Pr(A; | (4] < a;
jeS



Da dieses Lemma allgemein ist, sind in den meisten Féllen der Korollar oder
die symmetrische Form des LLL niitzlicher.

Korollar. Sei G = (V, E) ein Abhingigkeitsgraph fir die Ereignisse Ay, Aa, ..., Ay
in einem Wahrscheinlichkeitsraum. Sei d der mazximale Grad des Abhdngigkeits-
graphen und seien:

(i) Pr[Ai] <p, fiir alle i € {1,...,n} und ein beliebiges p

(ii) ep(d + 1) < 1, fur e die Basis der natiirlichen Logarithmen

dann gilt [3]:

P > 0 4)
=1

Der Beweis des Korollars verlduft dhnlich wie der Beweis des LLL und wird in
[9] ndher beschrieben.

Symmetrisches LLL. Sei G=(V,E) ein Abhingigkeitsgraph fiir die Ereignisse
A1, As, ..., A, in einem Wahrscheinlichkeitsraum. Sei d der mazimale Grad des
Abhdngigkeitsgraphen und seien:

(i) PriA;] <p, fir alle i € {1,...n} und ein beliebiges p

(i) 4pd < 1.

dann gilt [6]:

Pr(() 4] >0 (5)

Der Beweis der Gleichung 5 verlduft dhnlich wie der Beweis der Gleichung 1
und wird in [6] ausfiihrlich beschrieben.

3 Anwendung: kantendisjunkte Wege

Die typische Anwendung des LLL ist ein gewiinschtes Objekt, wie zum Beispiel
die Farbung eines Graphen oder eine Route innerhalb eines Netzwerks, zufillig
zu erzeugen. Sei A eine Menge von ,schlechten“ Ereignissen. Das Verfahren
ist erfolgreich, falls keines der ,,schlechten” Ereignissen eintritt. Da die Wahr-
scheinlichkeit mit der so ein Zustand eintritt auch exponential klein sein kann,
kann das LLL nur die Existenz dieses Objektes garantieren. [7]

In der Arbeit von M. Mitzenmacher et al. [6] wurde das Symmetrische LLL
angewendet, um die Existenz von n kantendisjunkten Pfaden in einem Netzwerk
zu beweisen.

Gegeben ist ein Netzwerk und n Paare von Benutzern, die auf kantendisjunk-
ten Wegen miteinander kommunizieren wollen [6]. Wir betrachten folgendes
Experiment: Jedes Paar wahlt zufiillig einen Weg F; aus einer Menge von m
Wegen. Ein ,schlechtes” Ereignis tritt ein, falls die ausgewéhlten Pfade zweier
Paare sich eine Kante teilen.[2] Falls alle moglichen Wege nicht zu viele Kan-
ten miteinander teilen, so ermoglicht das LLL den Beweis der Existenz von n
knotendisjunkten Wege. [6]



Theorem. In einem gegebenen Netzwerk gibt es n knotendisjunkte Pfade, die n
Paare von Benutzern verbinden, falls jeder Weg F; nicht mit mehr als k anderen
Wegen eine Kante teilt.[6]

Beweis. Laut der Annahme wihlt sich jedes Paar, unabhingig voneinander,
einen Pfad aus einer Menge von m Pfaden. Sei A; ; das Ereignis, das die Paare ¢
und j eine Kante teilen. Da ein Pfad F; Kanten mit maximal k£ anderen Pfaden
teilt, so ist: Pr[A; ;] < % = p.[6]

Sei G = (V, E) der Abhéngigkeitsgraph dieser Aufgabe, dessen Knoten die n
verschiedenen Pfaden darstellen. Falls zwei Pfade, F; und Fj, sich eine Kante
im Netzwerk teilen, so ist (i,j) € E. Sei d der maximale Grad von G. Da das
Ereignis A; ; unabhéngig von allen anderen Ereignissen A j: ist, fiir ¢/ ¢ {i, j}
und j' ¢ {i,7}, gilt d < 2n. Folglich gilt auch [6]:

8nk

4dp:4d£<—§1
m m

Damit sind die Bedingungen fiir das Symmetrische LLL erfiillt und laut dem
Theorem gilt:
Pr((4ij] >0
i#j
Da die Wahrscheinlichkeit, dass kein ,,schlechtes“ Ereignis eintritt, streng grofler
als Null ist, so gibt es auch n kantendisjunkte Pfade in diesem Netzwerk.[6]

O

J. Beck hat als Erster einen Existenzbeweis zu einem effizienten Verfahren,
welches das gesuchte Objekt auch berechnet, weiterentwickelt. Im folgenden
Kapitel wird diese Methode anhand eines Beispiels vorgestellt, und zwar anhand
des Problems der 2-Farbbarkeit uniformer Hypergraphen. [3]

4 Algorithmische Version

In einigen Féllen kann der rein existentielle Beweis, der uns LLL liefert, benutzt
werden um einen effizienten Algorithmus zu konstruieren. Obwohl sich die Ein-
zelheiten bei verschiedenen Problemen unterscheiden, ist die Vorgehensweise
dieselbe. Der Algorithmus besteht aus zwei Phasen: in der ersten Phase wird
einer Untermenge von Variablen zufillig und unabhéingig voneinander Werte zu-
gewiesen; in der zweiten Phase werden denjenigen Variablen Werte zugewiesen,
die in der ersten Phase vernachlissigt wurden. Die Untermenge der Variablen
aus der ersten Phase wird so ausgewéhlt, dass es ein Teilergebnis ist. Mit Hilfe
des LLL soll man beweisen, dass ausgehend von diesem Teilergebnis es mit einer
positiven Wahrscheinlichkeit eine Struktur mit den gewiinschten Eigenschaften
gibt. [6]

Im folgenden wird dieser Algorithmus anhand des Problems der 2-Farbbarkeit
uniformer Hypergraphen veranschaulicht.



Ein Hypergraph H = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge von Knoten V
und einer endlichen Menge von Hyperkanten E. Eine Hyperkante ist eine be-
liebige Teilmenge aus V. Der Grad eines Knoten in H ist die Anzahl der mit
diesem Knoten inzidenten Kanten. Der Grad eines Hypergraphen ist der ma-
ximale Grad unter allen Knoten. Die Grofle eines Hypergraphen ist die Anzahl
seiner Knoten. Die Grofie einer Kante ist die Anzahl seiner Knoten. Ein Hyper-
graph wird als r-regulér bezeichnet, falls alle seine Knoten den Grad r haben.

FEin Hypergraph wird als k-uniform bezeichnet, falls alle seine Kanten die Grofie
k haben. [9]

Die 2-Farbbarkeit von Hypergraphen ist eine Abbildung von V auf einer Menge
von 2 Farben, zum Beispiel rot und blau. Das Problem besteht darin, die Knoten
des Hypergraphen mit rot und blau zu fiarben, so dass am Ende keine Kante
einfarbig bleibt. [9]

Theorem. Sei H=(V,E) ein k-uniformer Hypergraph mit N Kanten, in dem
jede Kante nicht mehr als d andere Kanten schneidet. Falls e(d 4+ 1) < 2F1
dann existiert eine 2-Firbung von V. [5]

Beweis. Seien Kj,..., Ky die Kanten des Hypergraphen, so dass jede Menge
K; maximal d andere Mengen schneidet. Fiir jede Kante K; sei A; das Ereignis,
dass K einfirbig ist [4]:

1
Daraus folgt:
ep(d+1) =e2"*d+1) <1

Damit ist die Voraussetzung fiir das Korollar erfiillt und es gilt:

Pr[ﬂ K] >0
1EN

Folglich existiert eine 2-Farbung ohne einfarbige Kanten.[4]

O

Theorem. Sei H=(V,E) ein k-uniformer Hypergraph mit N Kanten, in dem
jede Kante nicht mehr als d andere Kanten schneidet. Fir konstante d und
k > 2, gibt es einen randomisierten Algorithmus welcher die 2-Fdrbung von V
findet, falls e(d 4+ 1) < 281, [1]

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass |V| =m
mit m < Nk. Eine Kante K; wird als gefdhrlich bezeichnet, falls % der Knoten
schon gefirbt sind und alle Knoten dieselbe Farbe haben. Eine Kante K; wird
als tberlebend bezeichnet, falls sie am Ende der ersten Phase nicht mit beiden
Farben gefiarbt ist. Alle nicht gefarbten Knoten werden als gerettet bezeichnet.

[6]



In der ersten Phase werden alle Knoten j € {1, ..., m} sequentiell durchgegangen
und zufillig entweder rot oder blau gefirbt. Nachdem ein Knoten j gefiarbt
wird, werden jedes Mal alle Kanten, fiir die j € K; gilt, durchsucht und es wird
untersucht ob sie gefdhrlich sind. Falls ein Kante gefdhrlich ist, so werden keine
weiteren Knoten dieser Kante gefirbt. So ist am Ende der ersten Phase jeder
Knoten entweder rot, blau oder gerettet.[4]

In der zweiten Phase werden nur die geretteten Knoten betrachtet.[8] Mit einer
vollen Suche wird eine Belegung fiir diese Knoten gefunden und damit auch
eine 2-Farbung von V erreicht. [6]

Es bleibt noch zu zeigen, dass das Teilergebnis aus der ersten Phase zu einer
Losung weiter entwickelt werden kann und dass die volle Suche aus der zweiten
Phase polynomiell in der Anzahl der Knoten berechnet werden kann. [6]

Lemma. Es gibt eine Zuordnung von Farben zu den Knoten aus V, so dass alle
iiberlebenden Kanten mit zwei Farben gefirbt werden kinnen.[6]

Beweis. Sei G = (V', E’) der Abhéngigkeitsgraph fiir das gegebene Problem,
mit der Knotenmenge V' =V und der Kantenmenge E'. Falls K; () K; # 0, so
ist (i,7) € E'. Sei G' = (V" E") der Abhingigkeitsgraph fiir das Teilergebnis,
mit V" C V' und E” C F’, so dass i € V" falls K; eine tiberlebende Kante ist
und (7,7) € E” falls K; und K einen geretteten Knoten teilen.[6]

Sei IJ; das Ereignis, dass die tiberlebende Kante K; auch nach der zweiten Pha-
se monochrom bleibt, mit j € {1,...s} und |V"| = s. Damit eine monochrome
Kante nach der ersten Phase als diberlebend bezeichnet wird, sind maximal %
seiner Knoten schon belegt, also mindestens g Knoten gerettet. Die Wahrschein-
lichkeit, dass diese Knoten mit derselben Farbe belegt werden ist[6]:

p = PrlE;] < 915 < D

Laut Voraussetzung ist d der Grad von G. Da G’ ein Untergraph von G ist, ist
sein Grad d’' von d nach oben beschrinkt. Wir erhalten also:

ep'(d +1) <ep(d+1) <1

Damit ist die Voraussetzung fiir das Korollar erfiillt und wir haben bewiesen,
dass es, ausgehend von dem Teilergebnis, eine 2-Farbung fiir H gibt.

O

Um zu zeigen, dass die volle Suche aus der zweiten Phase in polynomieller Zeit
durchgefiihrt werden kann, miissen wir beweisen, dass alle zusammenhéngenden
Komponenten aus dem Abhingigkeitsgraphen G” eine Grofie von O(logm) ha-
ben. [6] Falls das gilt, so kann man in 2'°¢™ Schritte alle méglichen Farbungen
durchsuchen und eine passende auswihlen.|8]



Lemma. Alle zusammenhdngenden Komponenten in G' haben mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1 — o(1) eine Grofse von O(logm). [§]

Beweis. Angenommen R sei eine zusammenhingende Komponente in G mit r
Knoten. Falls R eine zusammenhingende Komponente auch in G’ ist, so stellen
alle r Knoten diberlebende Kanten dar. Damit eine Kante nach der ersten Phase
tiberlebt, ist entweder sie oder ein Nachbar gefihrlich.[6] Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Kante gefdhrlich ist, ist hochstens 21-% . Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Kante dberlebend ist, ist also hochstens (d + 1)21_5. [4]

Wiéren die tiberlebenden Kanten unabhéingig voneinander, so wére die Lésung
dieses Problems einfach. Da es unter den gegebenen Bedingungen nicht immer
der Fall ist, suchen wir in R eine Untermenge S von unabhéngigen Kanten, also
Kanten die im Hypergraphen H keine Knoten teilen. Diese Kanten haben im
Abhéngigkeitsgraph G eine Distanz von mindestens 4. [6]

In der Arbeit von R. Motwani et al. [8] und in der Arbeit von M. Mitzenma-
cher et al. [6] wird S als ein 4-Baum aufgebaut, welcher folgende Eigenschaften
aufweist:

1. Zwischen je zwei beliebigen Knoten aus S ist die entsprechende Distanz in
G mindestens 4;

2. Zwischen zwei Knoten in S gibt es eine Kante, wenn die Distanz zwischen
ihnen in G genau 4 betrigt;

3. Jeder Knoten in R ist entweder in S oder hat eine Dinstanz von hochstens 3
von einem Knoten in S.

4-Bdume zu betrachten ist vorteilhaft, da die Ereignisse, dass Knoten aus S
tiberleben, unabhéngig voneinander sind.[6] Sei D; die Menge der tberlebenden
Kanten in einer Entfernung von hochstens eins von der Kante K; in S, mit
0 < i < |S]. Da die Kanten in S unabh#ngig voneinander sind, gibt es (d +
1)'5 | Moglichkeiten die Mengen D; zu bilden. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle
Kanten aus D;, 0 < i < |S|, gefihrlich sind, ist kleiner oder gleich mit 9IS11=3),
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Kanten aus S tberleben ist also kleiner oder
gleich mit: (8]

((d+1)2'72)1 (6)

Das Ziel ist es, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der eine zusammenhéngen-
de Komponente grofler als clogm ist, fiir eine beliebige Konstante c¢. Wir be-
rechnen zuerst eine obere Schranke fiir die Anzahl der 4-Biume der Grofle r
und benutzen das Ergebnis, um die Wahrscheinlichkeit, dass ein grofier 4-Baum
tiberlebt, zu beschrinken. [8]

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit, nehmen wir an, dass S der maxima-
le 4-Baum ist. S hat also die groite Anzahl von Knoten. Da der Grad des
Abhingigkeitsgraphen G” von d beschriinkt ist, gibt es fiir jeden Konten aus R



hochstens:
d+dd+1)+dd+1)(d+1)<d® -1

Knoten mit einem Abstand von héchstens 3. Da es insgesamt » Knoten in R
gibt, hat S mindestens J; Knoten. [6]

Die Anzahl der 4-Baume ist nicht grofler als die Anzahl der zusammenhéngen-
den Komponenten im G”.[8] Um zu zeigen, dass es fiir R eine sehr kleine
Wahrscheinlichkeit gibt, um grofler als clogm zu sein, zeigen wir, dass es fiir
ein 4-Baum eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit gibt, um eine gréfie von 3 zu
haben.[6]

Wir zéhlen zuerst alle 4-Bédume der Gréfle | = -3 in dem Abhéngigkeitsgraphen
G. Da es m Knoten im Hypergraphen gibt, gibt es auch m Moglichkeiten eine
Wurzel fiir einen 4-Baum zu wéihlen. Ein Baum wird als ein Euler Graph defi-
niert, dessen Rundgang in der Wurzel beginnt, alle Kanten zwei Mal durchliuft,
einmal in jeder Richtung, und in der Wurzel endet.[6] Alle Knoten in diesem
4-Baum haben O(d*) Nachbarn.[8] Die Anzahl der 4-Béume der GréBe | =
ist also nach oben beschrinkt von:[6]

m(d)? = md# (7)
Laut der Gleichung 6 ist die Wahrscheinlichkeit, dass so ein Baum in G’ iiberlebt:
((d+1)2'72)" = ((d+1)2'"2)& (8)

Wenn man die Gleichungen 7 und 8 miteinander multipliziert, erhalten wir die
Wahrscheinlichkeit, dass ein 4-Baum die erste Phase diberlebt:[8]

.

8r 1—k
mda® ((d+1)2""2)a® (9)
Fiir r > clogm und fiir ein geniigend grofies c, ist die Gleichung 9 gleich o(1).[4]

O

Falls nach der ersten Phase eine zusammenhingende Komponente in G’ ent-
steht, so wiederholen wir die erste Phase; der erwartete Wert der Wiederholun-
gen ist kleiner als 2. Wir nehmen also an, dass wir in der zweiten Phase nur
zusammenhingende Komponenten der Grofie O(log m) haben. Die Anzahl der
geretteten Knoten ist O(logm) und wir konnen in Polynomialzeit eine erfiillende
Belegung fiir sie finden.[8]

O

Fiir einen k-uniformen Hypergraphen mit einem Grad von [, stellt sich die Frage,
fiir welche Paare von Werten von k£ und ! man das Korollar anwenden kann.
Fiir das Paar £ = 9 und [ = 11 gibt es dem Korollar nach eine 2-Farbbarkeit,



da e(9 % 10 + 1) < 28.[5] Wir nehmen d = 90, da eine Kante 9 Knoten enthélt
und hochstens 11 andere Kanten schneidet.

Falls d eine Funktion von k£ und d immer kleiner als k ist, zum Beispiel d <
2%, kann man auch das Korollar anwenden.[1] Falls H ein k-uniformer und
k-regulérer Hypergraph ist, so kann man auch eine 2-Farbbarkeit mit Hilfe des
Korollars nachweisen.[5]

Fiir das Paar ¥ = 8 und ! = 12 kann man das Korollar jedoch nicht mehr
anwenden.In der Arbeit [5] befasst sich McDiarmid mit einer verbesserten Ver-
sion des LLL. Er wendet das Lemma an, um das Problem der 2-Férbbarkeit fiir
einen 8-uniformen Hypergraphen mit einem Grad von 12 zu I6sen.

Lopsided LLL. Sei H ein Hypergraph, in dem jede Kante mindestens k Knoten
enthdlt und hichstens d andere Kanten schneidet. Falls e(d+2) < 2% gilt, dann
existiert eine 2-Farbung fir die Knoten aus H.[5]

Setzen wir die Werte k¥ = 8 und [ = 12 in das Lopsided LLL ein, so erhalten
wir: e(8 * 11 +2) < 2% | was auch stimmt.[5] Man kann also bemerken, dass
die Lopsided LLL eine verbesserte Variante des Korollars, im Bezug auf die
2-Farbbarkeit von Hypergraphen, darstellt.

5 Schlussfolgerung

In dieser Arbeit wurde eine Methode vorgestellt, um die Existenz von Objekten
mit gewiinschten Eigenschaften zu beweisen. Beck hat fiir einige Anwendungen
eine Methode entwickelt, um aus einem Existenzbeweis das gesuchte Objekt in
Polynomailzeit zu konstruieren.

In der Literatur gibt es mehrere Erweiterungen dieser Methode. Alon [1] hat eine
parallelisierbare Version dieses Algorithmes erstellt. In den meisten Fallen muss
das Problem auf dem Korollar reduziert werden, um einen effizienten Algorith-
mus zu erhalten. Molloy und Reed [7] haben fiir einige Probleme das allgemeine
Lemma benutzt und in Polynomialzeit das gesuchte Objekt konstruiert.

Das LLL ist ein wichtiges Instrument fiir randomisierte Algorithmen und kann

bei vielen Problemen angewendet werden, wie zum Beispiel bei Routing und
Scheduling Algorithmen[9] sowie in der linearen Programmierung|3].
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