Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 64, Seite 36 im Skript)

Regulére Sprachen
NFAs mit e-Ubergangen

NFAs mit e-Ubergingen

Dies ist kein NFA!

Ziel: Erkenne die Sprache a*b*c*.

. .. |
NFA ist komplizierter! P |



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 65, Seite 36 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Ein NFA mit e-Ubergangen ist ein 5-Tupel M = (Q, X, 6, qo, F) mit

Q 0: Qx (Zu{e}) — 29,
Q@ Q, X, qo, F wie bei NFAs.

Fir g € Q:

e-Hiille(q) :={p € Q| es gibt g1,...,qn
mit gj+1 € §(q;,€) fir 1 <i<n
und g =q1, p=qn}

Fir S C Q:
e-Hiille(S) = U e-Hiille(q)

geS




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 66, Seite 37 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Beispiel

e-Hiille(go) = {q0, 91, 92}
e-Hiille(q1) = {q1, g2}
e-Hiille(q2) = {q2}

e-Hiille({q1, 2}) = {q1, 92}



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 67, Seite 37 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Sei M = (Q, X, 6, qo, F) ein NFA mit e-Ubergsngen.
Esseige Q, we X undaeX.
e 0(q,€) = e-Hiille(q)
o S(gwa)= | J eHiille(5(p,a))
ped(q,w)

Informell:

A

(g, a) sind Zustande, die von g erreichbar sind:
© Zunichst liber e-Transitionen
@ Dann iiber eine a-Transistion
© Dann iiber e-Transitionen PRGN



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 68, Seite 37 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Beispiel

6(q0,a) = {qo}
3(qo, a) = {qO, q1, 92}
(qo, b) =
d(qo, b) = {ql, 92}
(qo. €) = {q1}
3(qo,€) = {qo, q1. 2}



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 69, Seite 37 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Sei M = (Q,X,0,qo, F) ein NFA mit e-Ubergéngen.
Dann gibt es einen NFA M’ mit L(M") = L(M).

Beweis.
M =(Q,X%,d, qo, F') mit
o #(g,2) = 3(q,2),
o FF={qe Q|eHille(q)NF #0}.

Informell:

p € ¥ (q,a) gdw. in M gibt es Pfad von g nach p, der
@ zunichst mit € beschriftet ist,
@ dann einen a-Ubergang hat,

© dann wieder mit € beschriftet ist. @ | RWTH

nnnnnnnnn
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Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 70, Seite 38 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Beispiel

‘heoretical
Computer Sclence

5



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 71, Seite 38 im Skript)
Regulére Sprachen
NFAs mit e-Ubergangen

Die Thompson-Konstruktion

Gegeben reguldrer Ausdruck r.
Konstruktion eines NFA M mit L(M) = L(r).
Vorgehen: Induktiv iiber Aufbau von r.

o r=0 o O
s ( > € < >



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 72, Seite im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

@ r=s+1t:




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 73, Seite 39 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 74, Seite 40 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Zu jedem reguldren Ausdruck r gibt es einen NFA mit e-Kanten M,
so daB L(M) = L(r).

Beweis.

| A

Thompson-Konstruktion.

Korrektheit:
Strukturelle Induktion iiber den Aufbau reguldrer Ausdriicke. O

<




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 75, Seite 40 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Beispiel

(a(b+c))*a

PONS
GroBe des NFA linear in der Linge des reguliren Ausdreekst—



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 76, Seite 40 im Skript)
Regulére Sprachen
NFAs mit e-Ubergangen

Robustheit regularer Sprachen

DFAs, NFAs, NFAs mit e-Ubergangen und regulire Ausdriicke
charaktersieren jeweils die reguldren Sprachen.

v
Beweis.

© reguldrer Ausdruck — e-NFA: Thompson-Konstruktion
@ «NFA — NFA: Eliminierung von e-Kanten

© NFA — DFA: Potenzautomat

© DFA — regularer Ausdruck: L,’-‘j—Konstruktion




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 77, Seite 41 im Skript)
Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Robustheit regularer Sprachen

Die Regulare Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung,
Schnitt, Konkatenation, Kleene'scher Hiille, Komplement,
Differenz und Homomorphismen.

Vereinigung: Reguldre Ausdriicke
Schnitt: DFAs, Produktautomat

Konkatenation: Reguldre Ausdriicke

Komplement: DFAs

°
°
°
@ Kleene'sche Hiille: Regulare Ausdriicke
°
o Differenz: Komplement und Schnitt

°

Homomorphismen: Reguldre Ausdriicke



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 78, Seite 42 im Skript)

Regulére Sprachen

NFAs mit e-Ubergangen

Simulation eines NFA

S:={q0}

while(es gibt noch ein Zeichen) {
¢ := lese Zeichen;

H:=0;
for(qin S) { H:=HUd(q,c); }
S:=H;

}
if(SNF # 0) return 1;
return O;

Datenstruktur fiir H:
e Stack (FIFO-Queue) und
o Bitfeld
Laufzeit: O(|Q| - |w|), falls |X| konstant.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse
Regulére Sprachen
NFAs mit e-Ubergangen

Einige Zwischenfragen

(Folie 79, Seite im Skript)

Welche Konstruktionen funktionieren auch fiir NFAs?
@ Komplementdrautomat Nein
© Produktautomat Ja
(3 ) Lf-‘j—Konstruktion Ja

Wer hat die Nase vorne? NFA oder DFA?
@ Vereinigung zweier Sprachen NFA
@ Schnitt zweier Sprachen DFA
© Konstruktion aus einem reguldren Ausdruck NFA
@ Verwandeln in einen reguldren Ausdruck egal
© Komplementieren DFA
© Simulieren DFA
@ GroBe NFA



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 80, Seite 42 im Skript)
Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Die Myhill-Nerode-Relation =

Definition
Es sei L C >*.

Definiere =; C ¥* x ¥* vermoge
u=, v < uw € L & vw € L fiir alle w € T*.

Der Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer

Aquivalenzklassen.

Interessanter Fall: =; hat endlichen Index.



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 81, Seite 43 im Skript)

Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel 1
Es sei L =0*1".
e 001 =, 0111

e 010 #, 0111, denn 010 ¢ L, 0111 € L.
e 00 #, 00001, denn 000 € L, 000010 ¢ L.

Wieviele Aquivalenzklassen hat =;?

Drei:

Q 0"

Q 0*1*

@ 0*170(0 + 1)*



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 82, Seite 43 im Skript)
Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel 2

Was ist der Index von =/ fiir diese Sprachen?

L={0,1}*
L= {aP | p ist eine Primzahl }
L=10

L={we{a b,c}"||w]ist Vielfaches von 7 }
L ={3,3.,3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159, . . .}
L={a"b"|n>0}

L={a"b"|n>m>0}
L={a"b™||n—m| <5}

©00000O0CO0C



Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 83, Seite 43 im Skript)
Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

L C ¥* regulir = = hat endlichen Index.

Beweis.

@ L reguldr und L = L(M) mit DFA M = (Q, X, 6, qo, F).
@ Definiere u~ v <= §(qo, u) = d(qo, v).
Q@ u~v=u=;v,denn uw € L < vw € L falls
0(qo, u) = (o, v).
© Also hat ~ mindestens so viele Aquivalenzklassen wie =;.

© ~ hat aber endlichen Index.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 84, Seite 44 im Skript)

Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Lemma (B)
L CY* regular <= =, hat endlichen Index.

Beweis.
@ L C >* und Index von =; sei endlich.
@ Konstruiere M = (Q, X, 4, [e]=,, F) mit

o Q={[w]z, |wex*}
0 0: @x X — Q,([w]z,,a) — [wa]z,
o F={[w]ls, |wel}

© Q endlich, da Index von =, endlich.
Q ¢ wohldefiniert, da [u]z, = [v]z, = [ua]z, = [va]z,
@ L(M) =L, da b([d=,, w) = [W]-,.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 85, Seite 44 im Skript)

Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel

Es sei [ = 0*1*.

=, hat die Aquivalenzklassen
Q []z, =07,
Q@ [1]z, = 0*1T und
© [10]z, = 0*170(0 + 1)*.

Der Myhill-Nerode—Automat:




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 86, Seite 45 im Skript)
Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Der Satz von Myhill-Nerode

Q@ L C Y* ist genau dann reguldr, wenn = endlichen Index hat.
@ M ein DFA = ~ ist eine Verfeinerung von = ().

© Es gibt zu jeder reguldren Sprache L € ¥* einen bis auf
Isomorphie eindeutigen DFA M = (Q, %, 0, go, F) mit
L=L(M).

v
Beweis.

© Folgt aus Lemma A und B.

© Beweis von Lemma A: u~v = u=; v.

© Da ~ eine Verfeinerung von =, ist, muB ~ = =, gelten,
wenn ihre Indexe gleich sind.




Formale Systeme, Automaten, Prozesse (Folie 87, Seite 45 im Skript)
Regulére Sprachen
Minimale DFAs und der Satz von Myhill-Nerode

Beispiel

Was sind die Aquivalenzklassen von ~7?

Natiirlich [€]~, [a]~, [b]~ und [ab]~...

Was sind die Aquivalenzklassen von =My’

Es sind [€]~, [a]~ U [b]~ und [ab].. A | RwTH
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