Das Schubfachprinzip

« wende das Schubfachprinzip auf der
Graphentheorie an

e das Erdos-Szekeres-Theorem
e Turans Theorem

o Swell-colored Graphen: das Theorem
von Ward-Szabo



Das Schubfachprinzip
(engl. Pigeonhole principle)
Wenn man mehr alskn Elemente auf n Facher

verteilt, so gibt es mindestens ein Fach, das
mehr alsk Elemente enthalt.

Bewels.
» Jedes Fach enthalt maximal k Elemente
 dann gibt esinsgesamt hochstens kn Elemente

* Widerspruch zu der Existenz von mehr alskn
Elementen




Behauptung 1. In jedem Graph existieren
iImmer 2 Knoten mit dem gleichen Grad.

Bewels.

e Grad: Der Grad von einem Knoten X bezeichnet die
Anzahl d(x) der Kanten von G, die zu x inzident sind

e an Graph mit n Knoten

 markieredie n Facher mit den Zahlen O bisn-1

o der Knoten x liegt in dem k-ten Schubfach, wenn er
genau den Grad k hat

o Zlel des Beweises: es gibt ein Fach, das mehr als einen
Knoten enthalt



Behauptung 1. Injedem Graph existieren immer 2
Knoten mit dem gleichen Grad.

Bewels:

« Annahme: esgibt kein solches Fach, das mehr als
einen Knoten hat.

e Esgibt n Facher und n Elemente

e Sel KnotenximFachO(GradO)

e Sa KnotenyimFachn-1( Gradn-1)

e yist mit dbrigen Knoten verbunden, inklusive x

e XISt nicht mit anderen Knoten verbunden,
Inklusive y. ->Widerspruch




Definitionen 1

Sal G an endlicher Graph.

 Independence number: Die independence
number a(G) ist die maximale Anzahl von
paarwel se nicht adjazenten Knoten von G.

e chromatic number: Die chromatic number y(G)

Ist die minimale Anzahl der Farben von den
Knoten des Graphs G mit der Eigenschaft, dass
paarwel se adjazente Knoten unterschiedliche
—arben haben.




Behauptung 2. Fir jeden Graph G mit n Knoten gilt
immer, dassn < a(G) - x(G)

Bewels.
« verteile die n Knoten von G auf (G) Farbklassen
» Klassen von Knoten mit der gleichen Farbe bilden

e eine Farbklasse hat mindestensn / x(G) Knoten
 diese Knoten sind paarweise nicht adjazent

o darausfolgt a(G) > n/y%(G)




Behauptung 3: Sal G ein Graph mit n Knoten. G
Ist zusammenhangend, wenn jeder Knoten einen
Grad von mindestens (n-1)/2 hat. (<=)

Bewels:

e zusammenhangend (engl. connected), wenn fUr jedes Paar
von Knoten u und v ein (u-v)-Pfad in G existiert

o wahlebeliebig 2 Knoten x und y

e sSeien x undy nicht adjazent

e d(x) und d(y) mindestens (n-1)/2




Es existiert mindestens n-1 Kanten, die die Knoten x und y
mit den Ubrigen Knoten verbinden.

Anzahl der Ubrigen Knoten ist n-2

Vertelle > n-1 Elemente auf n-2 Facher
Es gibt mindestens ein Fach, das > 2 Elemente enthdlt.

Das Schubfachprinzip impliziert: ein Knoten davon
muss zu X und y adjazent sein

fUr alle x und y, jedes Paar von Knoten ist
entweder adjazent oder hat
el nen gemeinsamen
Nachbarn

G Ist zusammenhangend




Definitionen 2

Sel A=(a,..,a,)eneFolgemit nverschiedenen
Zahlen.

Eine Talfolge mit k Zahlen aus Folge A ist eine Folge
B mit k verschiedenen Zahlen aus A, diein gleicher
Rethenfolge genau so wie in Folge A erscheinen:

B = (ailaa"iz: . ':a"ik) ,WObei i1<i2< <ik'
Eine Tellfolge B ist steigend, wenna, < a,< ... < &, .
Eine Tellfolge B ist fallend, wenna, > a,> ... > a, .

Das Erdos-Szekeres-Theorem war elns der ersten
Resultate in extrema combinatorics.



Das Erdos-Szeker es-Theorem

Sel A =(a, ... &,) ene Folge mit n verschiedenen reelen
Zahlen. Wenn n > sr + 1, dann besitzt A entweder eine
steigende Teilfolge mit st+1 Zahlen oder eine fallende

Tellfolge mit r+1 Zahlen (oder beides).
Bewels ( Seidenberg 1959 ):
* ordnejeder Zahl a aus Folge A ein Paar Punkte ( X, Y, ) zu
* X Ist die Lange der [angsten steigenden Teilfolge mit der

Endung a.
* y. ist die Lange der langsten fallenden Teilfolge mit dem
Anfang a.
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Das Erdos-Szeker es-Theorem

* (X, Y;)#=(X,y; ), wenni=|.

Beweis: Wir haben ... 5 ... 8 ...

(1) entweder g, < & : dielangste steigende Tetlfolge  mit
der Endung a kann erweitert werden, wobei wir ein a
am Ende der Tellfolge einfugen. (damit x; <x;)

(2) oder & >a,: dielangste fallende Teilfolge mit dem
Anfang a kann erweitert werden, wobel wir ein g am
Anfang der Tellfolge einflgen. (damit 'y, >y,)
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Das Erdos-Szeker es-Theorem

» setzejede Zahl g in das Schubfach mit den Koordinaten
(%.y;)ein

Jede Zahl kann in ein Fach eingesetzt werden, well
1<x.,y;<nflrdlei=1,..,n.

Ken Schubfach darf mehr als eine Zahl enthalten, weil
(X, y;) # (X, y ) wenni #|.

JAl=nundn>sr+1

mehr Elemente aus Folge A als schraffierte Facher

a aus Folge A befindet sich Im n
nicht schraffierten Bereich
entweder X, > s+1 oder y, > r+1
(oder beides) n
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Turans Theorem

Definition: Eine k-Klique ist ein Graph mit k Knoten,
wobel ale Knoten paarweise durch ene Kante
verbunden sind.

Turans Theorem (Paul Turan, 1941): Fdls en
Graph G = (V , E) mit n Knoten keine (k+1)-
Klique hat, wobel k> 2, dann |g| < (1 - L) .

Bewels. Mittels vollstandiger Induktion furn € N

(1) Induktionsanfang: Esist klar, dass die Aussage fur
n=1wahrist.
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Turans Theorem

(2) Induktionsschritt: Sel die Aussage bis n-1 wahr.

- G = (V , E) en Graph mit n Knoten, ohne (k+1)-

Kligue und mit einer maximalen Anzahl von Kanten.
- G enthdlt sicher eine k-Klique.
- Sal A diesek-Kligue. Sal B =V-A |, |IB| =n-k
- die Anzahl der Kantenvon A ist e4 = (§)
- fur die Anzahl der Kantenin B gilt ep < (1 — 1)F°
- far die Anzahl der Kanten zwischen A und B gilt

€, g < (k-1)(n-k)
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Turans Theorem

(3) Induktionsschluss; Mit Hilfe der vollstandigen Induktion

folgt aus (1) und (2): die Aussage ist fur alle n richtig.
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Swell-colored Graphen

 Definition 1: Ein vollstandiger Graph K besteht aus
n Knoten, die alle paarwe se mit einander verbunden

sind.

o Definition 2: Ein vollstandiger Graph ist swell-
colored, wenn man die Kanten so farben kann, dass
jedes Dreieck genau 1 oder 3 Farben hat und wenn
dieser Graph mehr als eine Farbe besitzt.

Beispiel: K, und K, swell-colored mit 3 Farben.
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Swell-colored Graphen

Theorem ( Ward-Szab6 1994 ): Der vollstandige
Graph mit n Knoten kann nicht swell-colored

sein mit weniger alsvn + 1 Farben.

Bewels:
« Se K, swell-colored mit r verschiedenen Farben.

* N(X, ¢): die Anzahl der Kanten inzident zum Knoten X,
welche die Farbe ¢ haben

« wahlex, , c, fest, wobei N(x,, ¢,) maximal ist
* N(Xq Cy) =N
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Swell-colored Graphen

Theorem ( Ward-Szabo 1994 ). Der vollstandige
Graph mit n Knoten kann nicht swell-colored
sein mit weniger alsvVn + 1 Farben.

Beweis:
 ordne die n-1 zum Knoten X, inzidenten Kanten nach
Farben in < r Farbklassen ein
» Jede Farbklasse besitzt N oder weniger Kanten, die zu
XqInzident sind:
N-r>n-1

18



X1

X2
X0

X3

Xy

Seien x,, ..., X die Nachbarn von X, die durch
Kanten mit Farbe ¢, mit X, verbunden sind.

G=(V,E)istdervollstandige Tellgraph von K _,
wobel V ={ X,, X{, ..., Xy }

G swell-colored
alle Kanten von G haben Farbe ¢,
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K., hat mindestens 2 Farben
wahle einen Knoteny aus K, der nicht in G liegt
Es ergibt sich die folgende Eigenschaft des Knotensy:

Mindestens eine Kante, die den Knoten y mit
dem Tellgraph G verbindet, hat eine andere
Farbealsc,.
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Behauptung: Jede der N+1 Kanten, mit welchen y
und G verbunden sind, hat eine von anderen
Kanten verschiedene Farben. Und diese Farben
von den N+1 Kanten sind andere als ¢,

Bewels:

e ausr>N+2 —» N<r-2undN -r>n-1
. folgt:rz\/ﬁ+1

e genau waswir winschen fur den Satz

e Es bleibt uns noch Ubrig, diese Behauptung zu
bewei sen.
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Zuerst die zweite Aussage: Die Farben von der

N+1 Kanten sind anderealsc,.
 furaleO0<i,J<N: {x,x} hat dieFarbec,
* wenn{y, X} auch die Farbe c, hat
« dannhat {y, x;} auch die Farbe c,

e Widerspruch zur Eigenschaft des Knotensy

Y q
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Jetzt die erste Aussage: Jede der N+1 Kanten hat
eine von anderen Kanten ver schiedene Farbe.

« Annahme: beliebige 2 Kanten {y, x}, {Yy, X} habendie
gleiche Farbe f

* Wegen der swell-colorednessvon K : { x;, xi} hat die

gleiche Farbe, namlich f o
* {X,Xx} hatdieFarbec, (f=¢c;) —{y, X} hat auchdie
Farbe c,

e Widerspruch zu der zweiten Aussage

Yo
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|ch bedanke mich fur eure
Aufmerksamkaeait!
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