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Loésungsvorschlige

Aufgabe 1

1.a

1.b

Sind nach der Tiefensuche Kanten vorhanden, die durch die discovery- und finish-Zeiten
als Riickwartskanten klassifiziert werden, so enhélt der Graph mindenstens einen Kreis.
Um dies zu sehen, nehmen wir an eine Kante (u, v) sei im Tiefensuchwald eine Riickwiérts-
kante. Dann muss es innerhalb des Tiefensuchwalds einen Pfad von v nach u geben. Dieser
Pfad bildet zusammen mit der Kante (u, v), welche offensichtliche nicht Teil des Pfads sein
kann, einen Kreis im Ursprungsgraphen. Die umgekehrte Richtung ist aus der Vorlesung
bekannt.

Somit ist ein Graph genau dann Kreisfrei, wenn im Tiefensuchwald keine Riickwéartskante
vorhanden ist.

l.c

Aus der Vorlesung ist bekannt, daf§ die Anordnung der Knoten eines kreisfreien Graphen
nach absteigenden finish-Zeiten eine topologische Sortierung ergibt. Es bleibt zu kléren,
wie dies in O(n) Zeit moglich ist. Dazu mache man sich klar, da§ die grofite finish-Zeit
den Wert 2n annimmt.

Wir konnen demnach ein Array der Grofle 2n verwenden, um die Knoten des Graphen
in linearer Zeit zu sortieren, dazu wird Knoten v € V(G) an Position i des Arrays
geschreiben, wenn ¢ gerade die discovery-Zeit von v ist. Anschlieend durchlduft man das
Array in umgekehrter Reihenfolge und gibt dabei die Knoten in topologische Reihenfolge
aus (leere Zellen im Array werden einfach iibergangen).

Beachten Sie, dafl eine Sortierung mit Radixsort hier nicht die gewiinschte lineare Lauf-
zeit liefert, da die Kodierung der discovery-Zeiten O(logn) Bits benétigt und damit die
Laufzeit nur durch O(nlogn) beschrinkt werden kann.



Aufgabe 2

2.a Wir verwenden Induktion iiber die Hohe des Treaps. Da alle Prioritédten verschie-
den sind, ist die Wurzel des Treaps wegen der Heapeigenschaft eindeutig. Wegen der
Suchbaumeigenschaft sind im linken Unterbaum der Wurzel alle Elemente zu finden, die
einen kleineren Schliissel haben als die Wurzel, und im rechten Unterbaum alle Elemen-
te, die einen grofleren Schliissel haben als die Wurzel. Diese Unterbdume sind nach dem
Induktionsprinzip eindeutig, so daf§ auch die Eindeutigkeit des Treaps folgt.

2.b
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Aufgabe 3

Wir verwenden eine Konstruktion analog zur Tutoraufgabe T38: Die Knotenmenge des
FluBnetzwerks ist {s,t} U {Ji,..., Ju} U{My,..., M,,}. Die Kanten des Netzwerks sind
wie folgt:

1. Von der Quelle s lduft zu jedem Knoten J; eine Kante mit Kapazitit j;, wenn j;
die fiir einen angenommenen Auftrag J; erhaltene Zahlung ist.

2. Von einem Auftrag J; lauft eine Kante zur Maschine M;, wenn M; fiir den Auftrag
J; benotigt wird. Die Kapazitit auf dieser Kante sind die Kosten, die fiir eine
einmalige Anmietung der Maschine M; fiir den Auftrag J; entstehen (Tabelle 3).

3. Von jedem Knoten M; lauft eine Kante mit Kapazitit m; in die Senke ¢, wenn m;
die Kosten sind, um die Maschine M; zu kaufen.

Ein Min-Cut (S,7) fiir dieses Netzwerk ist natiirlich endlich und ganzzahlig und kann
effizient mit der Methode von Edmonds und Karp (die Methode von Ford und Fulkerson
funktioniert, kann uns aber nicht die gewiinschte Laufzeit garantieren) berechnet werden.
Wir wihlen nun diejenigen Auftrége aus, die in S enthalten sind. Ebenso kaufen wir alle
Maschinen in S.

Zur Begriindung, warum dieses Verfahren korrekt ist: Die Kanten im Schnitt entsprechen
wie in Aufgabe T38 anschaulich einem Verzicht auf einen Geldbetrag, welche der Kapa-
zitdt dieser Kante entspricht. Wird etwa eine Kante s — J; fiir einen Auftrag J; vom
Schnitt (S5,7) geschnitten, dann verzichtet man auf die Einnahmen in Hohe von j;. Der
Verzicht auf die Einnahmen kann giinstiger sein (und zu einem kleineren Schnitt fithren),
als wenn man den Job annimmt und dafiir viele andere Kanten (fiir Auftriage oder Ma-
schinen) schneiden muB. Schneidet man analog eine Kante M; — ¢, dann mufl man den
entsprechenden Kaufpreis fiir eine Maschine bezahlen. Auch dieses kann giinstiger sein,
als die Maschine fiir jeden angenommen Job zu mieten. Liegt andererseits eine Maschine
M; in T', dann ist es offenbar giinstiger, M; fiir jeden angenommenen Auftrag .J; anzumie-
ten; andernfalls kénnte man im leicht einen kleineren Schnitt konstruieren, indem man
M, nach S verschiebt (und dem Fall entspricht, M; zu kaufen), was im Widerspruch zur
Minimalitdt des Schnittes steht.

Erinnern wir uns, daf die Laufzeit des Edmonds-Karp-Algorithmus O(|V|-|E|?) betriigt.
Das von uns konstruierte Netzwerk besitzt n +m -+ 2 Knoten und maximal n+m+n-m
Kanten. Damit ist die Laufzeit durch O((n+m+2)(n+m+n-m)?) = O(n*m?(n+m))



beschrinkt. Um zu zeigen, daf§ dies sicherlicher besser ist, als alle 2" Moglichkeiten
auszuprobieren, miissen wir folgende Behauptung widerlegen:

2" = O(n*m?(n +m))
Wenden wir auf beiden Seiten den Logarithmus an, so ergibt sich
n+m = O(logn - logm - logn + m)

was sicherlich nicht gilt. Man beachte, dafl dies nur méglich ist, weil der Logarithmus eine
monotone Funktion ist.

Aufgabe 4

Falls das im ersten Aufruf gewéhlte Pivotelement a[0] das groBte Element im Array ist,
lauft die erste innere while-Schleife fiir / iiber die Arraygrenzen hinaus, da der Test a[l] <
p jedesmal wahr ist und das Array nicht geeignet durch ein Sentinel-Element bewacht
wird. Das Problem tritt nicht auf, falls das Pivotelement nicht das maximale Element im
Array ist. Es reicht daher aus, im geforderten sort-Programm zunéchst sicherzustellen,
daB a[N] das maximale Element des Array ist und als Sentinel dient.

procedure sort(N) :
maz := 0;1 := 0;
for (i :=0;i < N;it++)
if a[i] > a[maz] then mazx := i fi;
vertausche a[N| und a[maz];
quicksort(0, N — 1);



