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Ubung zur Vorlesung Berechenbarkeit und Komplexitéit

Aufgabe T3

Geben Sie die Godelnummer (M) der unten angegebenen Turingmaschine an.

M = ({q17 q2, q3}7 {07 1}7 {07 17 B}7 Ba q1, 43, 5)

| 0 1 B
q1 (q17O7R) (Qh 17R) (Q2707L)
q2 (Q2707L) (Q2717L) (Q3uB7R)

Nutzen Sie dabei die Definition der Gédelnummer aus der Vorlesung.

Losungsvorschlag

Wir kodieren Zustand ¢; als 0°. Zusitzlich nummerieren wir sowohl das Alphabet durch
indem wir X; =0, Xy =1 und X3 = B setzen, als auch die moglichen Kopfbewegungen
indem wir Dy = L, Dy = N und D3 = R setzen. Die Godelnummer ist dann:

11T ot 1 ot 1 0 1 0 1 0
117 0 1 02 1 0 1 02 1 0
11 00 1 0> 1 02 1 0 1 ot
11 02 1 0" 1 02 1 0 1 ot
11 02 1 02 1 02 1 02 1 0ot
11 02 1 02 1 0 1 0% 1 0% 111

Aufgabe T4
Wiederholen Sie kurz das Konzept der universellen Turingmaschine.

Es sei U die universelle Turingmaschine. Wie arbeitet U auf der Eingabe (U)(U)(U) (M )w?
Dabei sind M eine beliebige Turingmaschine und w ein beliebiges Eingabewort.

Losungsvorschlag

Da die universelle Turingmaschine alle Turingmaschinen simulieren kann, kann sie sich
natiirlich auch selbst simulieren.

Daher wird U mehrfach geschachtelt simuliert, und der innerste Aufruf simuliert M auf
Eingabe w. Das Ergebnis der Berechnung wird dann nach auflen , weitergereicht®.



Aufgabe T5
Sind die folgenden Sprachen rekursiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.

a) Ligo = { (M) | M hilt auf der leeren Eingabe in hochstens 100 Schritten }.

b) Liy = { (M) | M besucht hochstens 100 Bandplitze auf der leeren Eingabe}.

a) Die Sprache ist rekursiv. Nach 100 Schritten kann M hochstens 100 Bandplitze
gelesen haben. Also konnen wir eine TM Mgy bauen, die Lqgy entscheidet. Mg
simuliert M auf der leeren Eingabe, und priift ob M1 nach hochstens 100 Schritten
halt.

b) Die Sprache ist rekursiv. Es konnen offensichtlich nur endlich viele Konfigurationen
durchlaufen werden die kein Endzustand sind und nur 100 Bandplédtze nutzen
(M- (|Q| — 1) - 100). Es werden |T|*% - (|Q] — 1) - 100 viele Schritte von M auf
der leeren Eingabe simuliert, wobei jede Zwischenkonfiguration gespeichert werden
kann. Es konnen folgende Félle auftreten

— Es werden mehr als 100 Plédtze besucht, wir kénnen also verwerfen.

— FEine Konfiguration wird zum zweiten mal besucht, folglich laufen wir in eine
Endlosschleife. Da bis jetzt nicht mehr als 100 Plétze besucht wurden, werden
auch beim nédchsten mal nicht mehr besucht, daher konnen wir akzeptieren.

— Wurde nach |T']1% . (|Q] — 1) - 100 Schritten weder eine Konfiguration zweimal
besucht, noch gehalten, muss M mehr als 100 Bandplatze besucht haben, wir
konnen also verwerfen.

Aufgabe H3 (15 Punkte)

Es ist sehr niitzlich iiber einen Turingmaschinensimulator zu verfiigen, wenn man Turingmaschinen
entwirft. Ziel dieser Aufgabe ist es, einen solchen Simulator zu implementieren.

Wir wollen genau solche Turingmaschinen simulieren, wie sie in der Vorlesung definiert
wurden. Der Simulator soll als Eingabe einen Dateinamen einer Datei erhalten, welche
eine Beschreibung der zu simulierenden Turingmaschine M = {Q, %, T, B, qo, ¢, 0} enthilt,
und ein Eingabewort w € X*.

Der Simulator soll dann M auf der Eingabe w simulieren und alle durchlaufenen Konfiguration
in jeweils einer Zeile ausgeben.

Die Beschreibung einer Turingmaschine in einer Datei ist dabei folgendermafien aufgebaut:

1. Die erste Zeile enthélt die Anzahl der Zusténde n, wobei wir Q = {q1,¢2,--.,qn}
vorraussetzen.

2. Die zweite Zeile enthélt alle Zeichen aus X.
3. Die dritte Zeile enthéalt alle Zeichen aus I'.
4. Die vierte Zeile enthélt die Nummer 7 des Anfangszustands ¢; = qo.

5. Die fiinfte Zeile enthélt die Nummer j des Endzustands ¢; = q.



6. Die folgenden Zeilen enthalten je einen Ubergang 6: (¢, a) — (¢, b, D) der Ubergangsfunktion
0, wobei ¢, a, ¢, bund D in dieser Reihenfolge durch jeweils ein Leerzeichen getrennt
auftreten.

7. Wir legen fest, daf§ das Blanksymbol B ist und nicht umdefiniert wird.

Folgende Vereinbarungen vereinfachen die Implementierung und Verwendung des Simulators
etwas: Sie miissen nicht iiberpriifen, ob die Beschreibung und das Eingabewort syntaktisch
und semantisch korrekt sind. Fiittert man den Simulator mit falschen Daten, dann darf
etwas beliebiges passieren. Der Simulator mufl daher auch nicht alle Zeilen der Eingabe
beriicksichtigen. Es ist beispielsweise erlaubt, die Zeilen mit ¥ und I' zu ignorieren und
nur die Beschreibung von § zu verwenden. Es ist auch erlaubt, dal § nicht vollsténdig
angegeben wird und einige Ubergéinge fehlen. Das macht zum Beispiel dann Sinn, wenn Sie
wissen, daf diese Uberginge sowieso nie verwendet werden. So 148t sich viel Schreibarbeit
einsparen.

Sie miissen Ihr Programm nicht hocheffizient optimieren, aber es sollte auch nicht zu
langsam sein. Langere Simulationen sollten mit nur kurzer Wartezeit durchgefiihrt werden
konnen. Verwenden Sie eine verniinftige Programmiersprache, die halbwegs bekannt ist
und deren Programme von den Tutoren verstanden werden (Java, C, C++, usw. sind alle
sehr dafiir geeignet. Javascript wére wohl keine gute Idee).

Zum Schlufl 148t sich das gewiinschte Verhalten am besten an einem kleinen Beispiel
erldutern:

$ head add.tm [1]10#1 B11#0[1]B
7 B1[1]0#1 B11#[2]0B
01# B10[1]1#1 B11[2]#1B
01#B B10#[1]1 B11#[5]1B
1 B10#1[1] B11#B[5]B
7 B10#[2]1B B11#[5]1BB
1010R B10#[3]0B B11[5]#BB
1111R B10[3]#0B B1[6]1BBB
1#1#R B1[4]0#0B B[6]11BBB
1B2BL B1[1]1#0B [61B11BBB
2130N B11[1]#0B BB[7]11BBB
$ ./tm add.tm 10#1 B11#[1]0B $

Testen Sie Ihren Simulator an verschiedenen kleinen Turingmaschinen.

Erldutern Sie kurz, wie Ihr Simulator funktioniert und geben Sie Protokolle kleiner

Beispielldufe und den Quelltext mit ab.

Loésungsvorschlag

Hier ist ein nicht besonders effizientes Programm in der Sprache D, welche das Gewiinschte

leistet:



import std.stdio;
import std.file;
import std.format;
import std.stream;

class TM {
private int n; // number of states
private string sigma, gamma; // input and tape alphabets
private int ¢0, gbar; // initial and final state
struct ta {int state; char c;char dir;}
private ta delta[int][char];

private int ¢; // state we are in
private string left, right; // left and right tape content

// Have we reached the final state yet?
bool blocked() {return ¢ = gbar; }

// Start simulation on word w
void start(string w) {

q = q0;

left = "

right = w;

}

// Simulate one step
void step() {
if (blocked()) return;
if (right.length = 0) right = "B";
if (left.length = 0) left = "B";
int nextstate = delta[q][right[0]].state;
char symbol_written = delta[q][right[0]].c;
char dir = delta[q][right[0]].dir;
q = nextstate;
right = symbol_written~right[1..3];
if(dir = L) {right = left[$ — 1])~right;left =

// String representation of current configuration
string configuration() {
return left~'['~std.conv.tolstring(q)~']' ~right;

}

// Initialize from a description in a file
this(string filename) {
assert(filename.isFile());
Stream file = new BufferedFile(filename);
char line[ | = file.readLine(); // read n
formattedRead (line, "%d", &n);
line = file.readLine(); // read Sigma
line = file.readLine(); // read Gamma
line = file.readLine(); // read qO0
formattedRead (line, "%d", & q0);
line = file.readLine(); // read gbar
formattedRead (line, "%d", & qbar);
while(!file.eof ) {
line = file.readLine();
int p, ¢;
char char_read, char_write, dir;
formattedRead (line, "%d %he %hd %e he",
&p, &char_read, & q, & char_write, & dir);
delta[p][char_read] = ta(q, char_write, dir);
assert(dir =" L' || dir =" R' || dir =" N');
}
}
}

void main(string args[]) {
assert(args.length = 3,"Usage: tm M w");
TM M =new TM (args[l]);
M .start(args[2]);
while(!M .blocked()) {
writeln(M .configuration());

left[0..$ — 1]; } M .step();
else if(dir =" R') {left~ = right[0]; right = }
right[1..8]; } writeln (M .configuration());
else assert(dir =" N'); }
}

Aufgabe H4 (8 Punkte)

Entwerfen Sie eine Turingmaschine, welche zwei durch # getrennte, bindrkodierte Zahlen
entgegennimmt und als Ausgabe ihre bindrkodierte Summe présentiert.

Fithren Sie mehrere Simulationen dieser Turingmaschine mithilfe des Simulators aus
Aufgabe H3 an aussagekréftigen Beispieleingaben durch.

Loésungsvorschlag

Eine Moglichkeit, die Addition durchzufiihren, ist folgende: Es werden abwechselnd die
rechte Zahl um eins verringert und die linke um eins erhoht. Das ganze endet, wenn die
rechte Zahl 0 war. Dann wird alles bis auf die linke Zahl geloscht und der Kopf auf das

erste Zeichen der linken Zahl gesetzt:




O1#
01#B

DO O O O PP WWWNDNDNNNEFE PP PN
OO+ Wk, WK, O HHFH O H O WH - O
N O OO OO DR DWW OaNWN R e
WL OWWWHHrORLr H** 4, O HrHr OWwWHEF—-O
b=~ 2 N B e = o A2 =T N I = v I B~ = v = v B = v

scan right to #

delete second word

goto rightmost digit of second word
subtract one and goto state 3

if this happens the number was already O

scan to rightmost digit of first word

add one to first word and goto 5

return to first word and stop

Zwei typische Simulation mit dieser Turingmaschine erzeugen folgende Ausgabe:

$ ./tm add.tm O#0
[1]o#0

BO[1]#0

BO#[1]0

BO#0[1]

BO#[2] 0B
BO[2]#1B
BO#[5] 1B
BO#B[5]B
BO#[5]BB
BO[5]#BB
B[6]0BBB

[61BOBBB
BB[7]0BBB

$ ./tm add.tm 101#11
[1]101#11
B1[1]01#11
B10[1]1#11
B101[1]#11

Natiirlich addiert eine solche Turingmaschine relativ langsam, wenn es sich um sehr grofe

Zahlen handelt:

$ time ./tm add.tm 110110101011010110#101001110110010 | tail -1
BB[7]111011111010001000BBBBBBBBBBBBBBBBB

B101#[1]11

B101#1[1]1

B101#11[1]

B101#1[2]1B
B101#1[3]0B
B101#[3]10B
B101[3]#10B
B10[4]1#10B
B1[4]00#10B
B1[1]10#10B
B11[1]0#10B
B110[1]#10B
B110#[1]10B
B110#1[1]0B
B110#10[1]B
B110#1[2]0B
B110#[2]11B
B110#[3]01B
B110[3]#01B

B11[4]0#01B
B11[1]1#01B
B111[1]#01B
B111#[1]01B
B111#0[1]1B
B111#01[1]B
B111#0[2]1B
B111#0[3]0B
B111#[3]00B
B111[3]#00B
B11[4]1#00B
B1[4]10#00B
B[4]1100#00B
[41B0O00O#00B
B[1]11000#00B
B1[1]000#00B
B10[1]00#00B
B100[1]0#00B
B1000[1]#00B

B1000#[1]00B
B1000#0[1]0B
B1000#00[1]B
B1000#0[2] 0B
B1000#[2]01B
B1000[2]#11B
B1000#[5]11B
B1000#B[5] 1B
B1000#BB[5]B
B1000#B[5]1BB
B1000# [5]BBB
B1000 [5]#BBB
B100[6]0BBBB
B10[6]100BBBB
B1[6] 000BBBB
B[6]1000BBBB
[61B1000BBBB
BB[7]1000BBBB
$



real Om0.451s
user OmO.444s
sys O0m0.028s
$



